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INTRODUCTION GÉNÉRALE 7Depuis la seonde moitié du 20ème sièle, un e�ort onstant dans la miniaturisationdes dispositifs semi-onduteurs a été entrepris. Ces dispositifs peuvent être insérésen nombre de plus en plus important dans les iruits intégrés : ainsi, en l'espae de 26ans, le nombre de transistors intégrés sur une pue a augmenté de plus de 3200 fois, pas-sant de 2300 sur le 4004 en 1971 à 7,5 millions sur l'Intel Pentium II. Les performanesdes ordinateurs se voient augmentées de façon exponentielle sur des périodes relativementourtes (omme ela est stipulé par la �loi� de Moore). En outre, es omposants pos-sèdent des temps de réponse de plus en plus ourts, et néessitent une onsommation deplus en plus faible. Dans le but d'améliorer les performanes et de repousser les limites dela miniaturisation de es omposants, on peut proéder à de multiples essais expérimen-taux. Dans ette démarhe longue et oûteuse, la simulation numérique peut être un outilutile d'aide à la déision. En e�et, l'approhe numérique présente l'avantage d'une part,d'être d'une grande souplesse d'utilisation, d'autre part, d'antiiper les progrès futurs quipourront être réalisés dans le domaine de la nano-életronique. Elle permet alors de pro-éder à des �tests� idéalisées sur des dispositifs virtuels en s'a�ranhissant notammentdes barrières et des limites liées aux tehnologies de fabriation de es omposants. Lesétudes paramétriques réalisées en faisant varier une ou plusieurs aratéristiques de lastruture (ertaines longueurs de la struture, les densités de dopage, la température. . .),peuvent permettre une ompréhension du fontionnement des omposants et de prédiredes omportements singuliers. Les résultats numériques fournissent alors des indiationssur les valeurs des di�érents paramètres permettant ainsi de adrer de manière optimaleles essais expérimentaux.En miro-életronique, le transport des életrons (ou éventuellement des trous) dansles semi-onduteurs peut être onsidéré omme lassique ou semi-lassique, il est souventtraité en utilisant des modèles �uides [10, 36℄ (modèle de Dérive-Di�usion [54, 55, 77, 80,97,106℄, modèle hydrodynamique [66℄, modèle d'énergie-transport [12,37�39℄,. . .) ou iné-tiques [78,98℄ (équation de Boltzmann [47,72,73,81,100℄. . .). Dans des dispositifs de trèspetite taille (< 100nm), où les variations du potentiel életrostatique peuvent être impor-tantes en omparaison ave la longueur d'onde des életrons, une desription quantiquedu transport s'avère néessaire. Dans e as, les életrons sont assoiés à des ondes éle-troniques. Loin de onsidérer l'apparition de phénomènes quantiques dans les omposantsomme une nouvelle limitation physique, l'életronique dite quantique se propose la pleineintégration de es phénomènes dans le fontionnement des dispositifs életroniques pourdes appliations futures originales et prometteuses [75℄. Il existe toute une panoplie d'al-gorithmes di�érents pour simuler, omprendre, prédire et optimiser le fontionnement desomposants. Pour des exposés détaillés sur les phénomènes de transport dans les disposi-tifs quantiques, nous renvoyons aux nombreux ouvrages de référenes [29, 34, 44, 51, 112℄.Dans le as des systèmes dits ouverts, 'est à dire reliés à des réservoirs d'életrons,l'étude du transport életronique est restreint au domaine borné quantique du dispositifpour lequel il est néessaire de dé�nir des onditions aux bords prenant en ompte l'inje-tion des porteurs dans elui-i. Une di�érene de potentiel entre les réservoirs va modi�erleur potentiel himique respetif, e qui aura pour e�et d'amorer le transport d'életronsà travers le système. Dans les dispositifs unidimensionnels, omme les diodes à e�et tun-



8 INTRODUCTION GÉNÉRALEnel résonnant (RTD : Resonant-Tunneling Diode) qui sont aratérisées par une doublebarrière de potentiel, les onditions aux bords du omposant sont dites transparentesdans le as stationnaire [11, 50℄. La modélisation du transport quantique dans les RTDsa fait l'objet, depuis plus de vingt inq ans, de nombreux travaux qui présentent à la foisdes résultats expérimentaux, physiques et mathématiques [11, 23, 25, 49, 58, 70, 103, 132℄.En partiulier, les aratéristiques ourant-tension des RTDs, mettent en évidene unerésistane di�érentielle négative (fontion très utile pour l'életronique non-linéaire). Parailleurs, nous pouvons iter d'autres travaux présentant di�érents modèles de transportquantique (équations Wigner [3, 4, 14, 43℄, modèle hydrodynamique quantique [57, 99℄,modèle de Dérive-Di�usion quantique [56, 67, 94℄ . . .), ainsi que di�érentes méthodes desimulations numériques [104℄ (méthode de raordement de modes ou matries de trans-fert pour l'équation de Shrödinger [65, 128℄. . .) pour divers dispositifs.Ce travail de thèse onerne l'étude du transport életronique balistique dans des dis-positifs semi-onduteurs qui sont munis de guides d'onde. Le prinipe de fontionnementde es omposants repose sur l'aspet ondulatoire des méanismes de transport. Le trans-port des életrons sera don dérit en utilisant l'équation de Shrödinger stationnaire.Dans un as général multidimensionnel, nous faisons le hoix d'e�etuer le traitement desonditions aux bords ouvertes à l'aide de la méthode QTBM (Quantum TransmittingBoundary Method) [74℄. Par ailleurs, les réations de harge d'espae des életrons se-ront dérites en utilisant l'équation de Poisson.Dans la première partie du mémoire, nous présenterons des notions de base de la méa-nique quantique, ainsi que quelques généralités sur les dispositifs semi-onduteurs ouvertsonstitués de guides d'onde életronique. La seonde partie de la thèse sera onsarée àl'étude spéi�que du transport quantique dans les dispositifs �split-gate� AlGaAs/GaAset les dispositifs �nano-MOSFETs�. Le manusrit est organisé de la manière suivante :� dans le hapitre 1, nous introduirons les notions de base de la méanique quantiqueet de la physique du solide. Nous parlerons des e�ets quantiques qui peuvent appa-raître dans les nanostrutures et nous e�etuerons la desription des dispositifs quenous allons étudier dans la deuxième partie de la thèse.� dans le hapitre 2, nous présenterons l'étude omplète d'un dispositif à guides d'ondeéletronique que nous avons baptisé le as modèle. Nous e�etuerons notamment ladesription quantique du transport életronique en présentant le ouplage des équa-tions de Shrödinger et de Poisson pour un as multidimensionnel. En omplément,nous établirons l'expression des oe�ients de transmission, de l'intensité et de laondutane dans les guides.� dans le hapitre 3, onsaré à l'étude du transport des életrons dans les dispositifstridimensionnels �split-gate� AlGaAs/GaAs, nous développerons un modèle prenanten ompte le on�nement des harges dans la diretion vertiale des omposants.Nous étudierons formellement l'ordre d'approximation de e modèle baptisé quasi-3D, en fontion du modèle 3D omplet. Nous présenterons ensuite les di�érents



INTRODUCTION GÉNÉRALE 9modèles de résolution des systèmes ouplés de la densité életronique et du poten-tiel életrostatique que nous utiliserons lors de l'étude numérique.� dans le hapitre 4, nous e�etuerons l'étude numérique des dispositifs AlGaAs/GaAs.Nous présenterons dans un premier temps la disrétisation des équations du pro-blème sur di�érents domaines préalablement dé�nis. Nous parlerons ensuite de lamise en oeuvre numérique à travers l'organigramme général de alul et du ode dealul NESSIE (Nano-Eletronis Simulator for Systems with Interferene E�ets)que nous avons développé. Finalement, de nombreux résultats de simulations numé-riques seront présentés à travers les exemples du stub életronique et du oupleurquantique. Nous e�etuerons en outre la omparaison des modèles 3D et quasi-3D,et nous donnerons des exemples de aratéristiques ourant-tension. Nous noteronsque les méanismes de fontionnement de es dispositifs reposent prinipalement surles phénomènes d'interférenes quantiques qui interviennent dans la zone ative duomposant.� dans le hapitre 5, nous présenterons un modèle de transport quantique dans les�nano-MOSFETs�. Dans le as du transistor MOS (Metal Oxyde Semionduteur) àl'éhelle nanométrique, nous verrons qu'il est possible sous ertaines onditions de seramener au problème modèle présenté dans le hapitre 2, dans le as d'un dispositifà deux guides d'onde. Finalement, nous montrerons l'importane des phénomènesquantiques dans es dispositifs à l'aide des premiers résultats de simulations numé-riques que nous avons obtenus.
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14 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostrutures1.1 Quelques rappels de physique quantiqueNous allons rappeler dans un premier temps quelques notions de base de méaniquequantique qui nous seront néessaires dans la suite de notre étude [26, 79℄.Louis de Broglie a introduit en 1923 le postulat de dualité onde-orpusule, selonlequel : à toute partiule possédant une impulsion p, on peut assoier un veteur d'ondek, par la relation p = ~k; (1.1)la longueur d'onde assoiée à la partiule étant donnée par� = 2�jjkjj : (1.2)En méanique quantique, on assoie alors à une partiule dans un potentiel U(x) à l'instantt une fontion 	(x; t), appelée la fontion d'onde de la partiule et qui obéit à l'équationde Shrödinger i~ ��t	(x; t) = bH	(x; t); (1.3)où bH représente l'opérateur HamiltonienbH = � ~22m�+ U(x); (1.4)m étant la masse de la partiule. Le premier terme représente l'énergie inétique et leseond terme l'énergie potentielle. La signi�ation physique de la fontion d'onde reposesur son module au arré j	(x; t)j2. Celui-i représente la densité de probabilité de trouverla partiule en x à l'instant t. Notons que la phase absolue de la fontion d'onde n'a pasde signi�ation physique onnue, mais que la phase relative de la superposition de deuxondes peut a�eter l'amplitude de la fontion d'onde.Dans e travail de thèse, nous limitons notre étude aux états quantiques des éle-trons pour lesquels la densité de probabilité est indépendante du temps. Ces états, ditsstationnaires, peuvent s'érire sous la forme	(x; t) = 	(x) exp(�iEt~ ): (1.5)Ils sont alors solutions de l'équation de Shrödinger stationnairebH	(x) = E	(x): (1.6)La fontion 	 peut alors être vue omme un veteur propre de bH, l'énergie E étant lavaleur propre assoiée. Selon que 	 est de arré intégrable ou non, l'énergie E appartien-dra au spetre disret ou ontinu de bH. Dans e dernier as, le ourant total porté par 	



1.1 Quelques rappels de physique quantique 15pourra être non nul.Nous allons maintenant présenter di�érents exemples d'e�ets quantiques à l'aide del'étude des états stationnaires d'un életron de masse m, se déplaçant suivant l'axe des xdans un potentiel simple à une dimension. Ce potentiel peut prendre l'allure d'une marhede potentiel, d'une barrière de potentiel ou d'un puits de potentiel.Marhe de potentielSoit U(x) = 0 si x < 0, U(x) = U0 > 0 si x > 0 (voir Figure 1.1a). On suppose unepartiule émise par une soure située à �1, la solution de l'équation de Shrödinger(1.6) dans le domaine x < 0 peut alors s'érire	(x) = A exp(ik0x) +B exp(�ik0x) ave k0 =r2mE~2 ; (1.7)où le premier terme est l'onde dite inidente d'amplitude A, et le seond terme l'ondedite ré�éhie d'amplitude B. Le oe�ient de ré�exion est dé�ni par la relationR = jBj2jAj2 : (1.8)La solution de l'équation de Shrödinger (1.6) dans le domaine x > 0 dépend dela position de l'énergie E par rapport à la marhe de potentiel U0. On peut alorsdistinguer deux as : E > U0 et E < U0.� Cas E > U0 : on obtient alors	(x) = C exp(ik1x) +D exp(�ik1x) ave k1 =r2m(E � U0)~2 ; (1.9)où le premier terme est l'onde dite transmise d'amplitude C, et le seond termeorrespond à une onde venant de +1 que l'on suppose nulle (D = 0). Les équa-tions de ontinuité des fontions d'onde (1.7) et (1.9), ainsi que leur dérivée enx = 0 s'érivent A+B = C et k0(A+B) = k1C: (1.10)On peut alors déterminer les oe�ients B et C en fontion de A, et en déduirel'expression du oe�ient de ré�exion (1.8). Ce oe�ient de ré�exion n'est pasnul, ontrairement aux résultats de méanique lassique. Dans e as préis, laré�exion des partiules est don un e�et purement quantique.� Cas E < U0 : on obtient alors	(x) = C exp(�Kx) +D exp(Kx) ave K =r2m(U0 � E)~2 ; (1.11)



16 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostruturesoù le premier terme est une onde dite évanesente. Etant donné que la fontiond'onde est bornée à l'in�ni, on pose D = 0. Les équations de ontinuité desfontions d'onde (1.7) et (1.11), ainsi que leur dérivée en x = 0 s'ériventA +B = C et ik0(A+B) = �KC (1.12)On peut alors déterminer les oe�ients B et C en fontion de A, et en déduirel'expression du oe�ient de ré�exion (1.8). Ce oe�ient de ré�exion est alorségal à 1, en aord ave les résultats de la méanique lassique. Cependant, ladensité de probabilité de trouver la partiule dans le domaine x > 0 n'est pasnulle dans e as quantique. Celle-i prend la valeurj	(x)j2 = jCj2 exp(�2Kx): (1.13)Cette densité tend très rapidement vers 0 à mesure que l'onde pénètre dans lamarhe de potentiel.Barrière de potentielSoit U(x) = 0 si x < 0 ou x > L, U(x) = U0 > 0 si 0 < x < L (voir Figure 1.1b).Dans le as d'une marhe de potentiel ave E < U0, on a montré la possibilité detrouver la partiule dans le domaine x > 0 au voisinage de la marhe. C'est ephénomène quantique qui est à l'origine de l'e�et tunnel dans le as d'une barrièrede potentiel. Le oe�ient de transmission assoié à l'onde dans la région x > an'est don pas nul.Puits de potentielSoit U(x) = +1 si x < 0 ou x > L, U(x) = 0 si 0 < x < L (voir Figure 1.1). Danse as on onsidère une partiule de masse m plaée dans un puits de potentiel. Lafontion d'onde d'un életron plongé dans un potentiel in�ni (as x < 0 ou x > L)est nulle. La solution de l'équation de Shrödinger (1.6) dans le domaine 0 < x < Lest de la forme	(x) = A exp(ik0x) +B exp(�ik0x); k0 =r2mE~2 : (1.14)Les équations de ontinuité en x = 0 et x = L de la fontion d'onde (1.14), ainsique de sa dérivée en x = 0 et x = l, permettent de trouver les relationsA+B = 0 et sin(k0L) = 0: (1.15)La deuxième ondition aux bords implique que le veteur d'onde k0 ne peut prendreque des valeurs disrètes : k0 = n�L : (1.16)Dans es onditions, l'énergie des états dits liés au puits de potentiel (ou modespropres), ne peut prendre que des valeurs disrètes En (quanti�ation de l'énergie).A l'aide de la ondition de normalisation à l'unité de la fontion d'onde sur [0; L℄, on
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Figure 1.1: Desription de quelques e�ets quantiques pour di�érentes on�gurations du poten-tiel dans un as unidimensionnel. Dans le as d'une marhe de potentiel en (a), on peut assoierà une onde inidente d'énergie E > U0, une onde ré�éhie et une onde transmise. Dans le asoù l'onde inidente est assoiée à une énergie E < U0, toute l'onde est ré�éhie (on retrouveles mêmes résultats qui serait obtenus ave la méanique lassique). La probabilité de trouver lapartiule en x > 0 aux alentours de la marhe de potentiel, n'est par onséquent, pas nulle (ilexiste une onde dite évanesente). Ce phénomène est à l'origine de l'e�et tunnel dans le as d'unebarrière de potentiel (b) (il existe une onde transmise). Autrement dit, en méanique quantique,la partiule a la possibilité de traverser une barrière de potentiel par e�et tunnel. Finalementdans le as d'un puits de potentiel (), les états quantiques sont dits liés aux puits, on note alorsl'apparition de modes propres, l'énergie ne pouvant prendre que des valeurs disrètes. Dans eas, nous avons représenté les deux premiers niveaux d'énergie ainsi que les fontions d'ondeassoiées.



18 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostruturesen déduit le oe�ient A à un fateur de phase près (hoisi arbitrairement ommeexp(�i�=2)), on érit alors	n(x) = 1p2L sin�n�xL � ; ave En = n2E1 et E1 = ~22m �2L2 : (1.17)
Finalement, dans les régions où E > U , si deux ondes issues d'une même soure sepropagent entre les points A et B et suivent deux hemins di�érents (voir Figure 1.2), ellespeuvent alors se déomposer ou se reomposer suivant les di�érenes relatives entre leurphase (analogie ave les ondes életromagnétiques). Le phénomène d'interférene quan-tique est don une onséquene de l'aspet ondulatoire du transport des partiules.

A B Figure 1.2: Deux ondes issues dumême soure en A, peuvent se propa-ger suivant deux hemins di�érents,elles interfèrent en B.Remarque: la quanti�ation de l'énergie dans un puits de potentiel, peut être onsidéréeomme une onséquene d'une interférene quantique dans le as d'une résonane (danse as, l'existene des ondes n'est plus reliée à une soure extérieure).En résumé, l'e�et tunnel à travers une marhe de potentiel, la quanti�ation de l'éner-gie dans un puits de potentiel et les phénomènes d'interférenes quantiques, sont autantde phénomènes physiques spéi�ques à la méanique quantique.1.2 Quelques rappels de physique du solideDans un solide, l'énergie d'un életron est donnée par la théorie de Bloh [5, 102℄. Lepotentiel U ayant la périodiité du réseau ristallin, le spetre de l'opérateur bH est forméd'intervalles fermés (appelés bandes) séparés par des intervalles interdits (appelés gap).Pour haque bande n, l'énergie est reliée au veteur d'onde k par une relation de dispersionE = "n(k). Les életrons sont des fermions (partiules de spin demi-entier) et obéissentau prinipe d'exlusion de Pauli. Il ne peut don y avoir deux életrons dans le même étatquantique. Les életrons remplissent les états d'énergie distribués en bande, par énergieroissante. Des énergies plus élevées sont dès lors permises, elles se situent dans la bandede ondution. La bande de ondution est séparée par un gap d'énergie d'une bandedite de valene. Le niveau de Fermi EF est dé�ni omme le niveau d'énergie maximalpour une température absolue nulle, 'est à dire sans agitation thermique. Lorsque latempérature augmente, l'agitation thermique vient bousuler l'arrangement du ristal et



1.2 Quelques rappels de physique du solide 19la probabilité d'oupation d'un état d'énergie E est donnée par la distribution de Fermi-Dira (voir Figure 1.3) fFD(E � EF ) = 11 + exp ��(E � EF )� ; (1.18)ave � = 1=(kBT ), T étant la température et kB la onstante de Boltzmann.
Figure 1.3: Diverses représenta-tions de la fontion de distributionde Fermi-Dira à des températuresdi�érentes. A T = 0 la fontion estarrée, telle que fFD = 1 si E � EF ,et fFD = 0 sinon. Quand la tempéra-ture augmente, la fontion de distri-bution s'éloigne de la fontion arré.

fFD
0

12
T = 0KT% T%

1
EF ELa position du niveau de Fermi par rapport aux bandes permises (séparées par des bandesinterdites) détermine la nature életrique du ristal. On distingue ainsi les onduteurs,les isolants et les semi-onduteurs.Dans un onduteur, l'énergie de Fermi est autorisée, elle se trouve sur la bande deondution (voir Figure 1.4a). Ave l'agitation thermique, les életrons peuvent trouverdans leur voisinage un état libre pour s'y déplaer, la ondutivité életrique est alorspermise. Les életrons peuvent aquérir une vitesse d'ensemble non nulle sous l'e�et d'unhamp életrique, e qui explique la ondution.Dans un isolant, l'énergie de Fermi est située dans une bande interdite dont le gapd'énergie est trop important pour être franhi par les életrons (voir Figure 1.4b). Laprobabilité de trouver un életron dans la bande de ondution est don quasiment nulle.Dans un semi-onduteur, l'énergie de Fermi est aussi située dans une bande inter-dite, mais dans e as, le gap d'énergie est su�samment étroit (� 1eV ) pour être franhisous l'e�et de �utuations thermiques (voir Figure 1.4). Par onséquent, quelques éle-trons se trouvant dans la bande de valene ont assez d'énergie pour atteindre la bande deondution, où de nombreux états permis sont disponibles. Ils peuvent alors aisément sedéplaer. En même temps, des états vaants de la bande de valene, que l'on appelle destrous, deviennent eux aussi disponibles. Un trou est équivalent à une harge positive quipeut se déplaer librement dans la bande de valene. Un hamp életrique extérieur peutà la fois mettre en mouvement les életrons et les trous. La ondution due aux életronsest appelée ondution de type n, et elle due aux trous est appelée ondution de type p.La ondutivité par paires életron-trou est dite intrinsèque, elle est une fontion rapide-ment roissante de la température. Il est possible de réer des régions où la ondution est
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Figure 1.4: Shémas de la population en életrons des bandes d'énergie permises dans un métal(a), un isolant (b), et un semi-onduteur (). Les régions ombrées représentent des régions duspetre remplies d'életrons. Dans le as du semi-onduteur, les porteurs exités thermiquementpeuvent franhir le gap d'énergie.essentiellement de type n (respetivement de type p) en y insérant des impuretés qui vonts'ioniser positivement (respetivement négativement) et introduire de nouveaux életronslibres dans la bande de ondution ( respetivement de nouveaux trous dans la bandede valene). Ce proédé de dopage des semi-onduteurs, introduit des niveaux intermé-diaires qui ontribuent à la ondution (niveaux donneurs ou aepteurs selon les types dedopage). La ondution extrinsèque obtenue par dopage, permet la réalisation des iruitsà semi-onduteurs en miro-életronique [120, 133℄. La grande majorité des appliationsdes semi-onduteurs en életronique, utilisent les phénomènes liés aux jontions de zonesaux propriétés életriques di�érentes : diode (jontions p� n), e�et transistor. . .Finalement, notons que l'énergie d'une partiule libre de masse m dans le vide estdonnée par la relation E = ~2jjkjj22m ; (1.19)où k est le veteur d'onde. Dans l'étude des phénomènes de transport életronique dansles semi-onduteurs, nous e�etuons l'approximation de la masse e�etive qui onsisteà remplaer dans toutes les formules, la masse des partiules (életrons ou trous) dansle vide par leur masse e�etive relative aux di�érents matériaux semi-onduteurs et auxdi�érentes bandes onsidérées.



1.3 Con�nement et transport 211.3 Con�nement et transportDans le but d'obtenir un meilleur ontr�le sur le transport des életrons, il peut êtreutile de les on�ner dans une ou plusieurs diretions de l'espae. Il est alors possible deséparer le mouvement des életrons dans les trois diretions de l'espae et de les traiterséparément. Citons alors plusieurs exemples :(a) dans le as où les életrons sont on�nés dans une seule diretion de l'espae (gé-néralement la diretion dite vertiale), on voit alors apparaître des modes d'énergievertiaux (omme dans un puits de potentiel), tandis que les autres diretions per-pendiulaires présentent un spetre ontinu en énergie. Il est possible, en hangeantla densité des életrons, d'ouper uniquement le mode vertial le plus faible enénergie (mode fondamental), e qui laisse apparaître un gaz d'életrons bidimen-sionnel dans les autres diretions de l'espae (voir Figure 1.5a).(b) dans le as où les életrons sont on�nés dans deux diretions de l'espae, le trans-port életronique ne peut alors se produire que dans une seule diretion. On obtientalors un �l quantique (quantum wire), ou guide d'onde életronique dans le as d'untransport balistique (voir Figure 1.5b).() dans le as où les életrons sont on�nés dans toutes les diretions de l'espae, onréalise une boite quantique (quantum dot) (voir Figure 1.5).
(a) (b) ()Figure 1.5: Shémas représentant le on�nement des életrons dans les diverses diretions del'espae. En (a), les életrons sont on�nés dans une seule diretion de l'espae et le dispositifest dit 2D (nombre de degrés de liberté pour les életrons). En (b), on réalise un �l quantiqueà l'aide d'un on�nement dans deux diretions de l'espae, le dispositif est dit 1D. Comme leséletrons sont on�nés dans toutes les diretions de l'espae dans le as d'une boite quantiqueen (), le dispositif est dit 0D.1.4 Les dispositifs à guides d'onde életroniqueD'un point de vue général, nous appelons dispositif à guide d'onde életronique, unsystème dans lequel des ondes életroniques on�nées dans les diretions transverses d'unguide, peuvent à la fois pénétrer et ressortir d'une zone dite �ative� par un ou plusieurs



22 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostruturesguides d'onde. Les dimensions aratéristiques du dispositif étant de l'ordre de la longueurd'onde des életrons, le transport életronique néessite don une desription quantique.Le dispositif se ompose, dans son ensemble, de trois parties : les réservoirs d'életrons,les guides d'onde et une zone dite �ative� (voir Figure 1.6 pour l'exemple d'un dispositifpossédant deux guides d'onde).
ativeZone

Réservoir d'életrons
guides d'onde

Figure 1.6: Représentation shématique d'un dispositif possédant deux guides d'onde életro-nique.Les réservoirs d'életronsDans un premier temps, les életrons qui partiipent au transport sont onentrésdans des réservoirs se situant aux extrémités du dispositif. Les ondes életroniquesqui pénètrent dans le système (noté 
) sont émises par les réservoirs et ne possèdentauune relation de phase entre elles. Dans les réservoirs, l'équilibre thermodyna-mique est assuré par les ollisions inélastiques subies par les életrons. Ainsi, toutesles ondes issues du système 
 sont entièrement absorbées en sortie par les réservoirs.Pour haque réservoir, on peut dé�nir un potentiel himique dépendant de la tensionappliquée (i.e. quasi-niveau de Fermi assoié à haque réservoir). Une di�érene depotentiel appliquée entre les réservoirs privilégie l'injetion des életrons dans telsou tels guides d'onde, et amore le transport életronique (il n'existe plus d'équilibrethermodynamique en dehors des réservoirs).Les guides d'onde életroniqueLe potentiel életrostatique dans le système 
 dé�nit la géométrie dans laquellevont se mouvoir les életrons. En e�et, dans les régions où l'énergie potentielle estélevée, la probabilité de trouver un életron est très faible. Par dé�nition dans lesguides d'onde, le potentiel életrostatique varie uniquement dans la diretion trans-verse. Les életrons sont alors on�nés dans la diretion transverse et le transportéletronique s'e�etue uniquement dans la diretion longitudinale des guides. Ainsi,les életrons issus des réservoirs sont dirigés par les guides d'onde et pénètrent dansune région dite �ative�.



1.5 Présentation des dispositifs étudiés 23La zone ativeLes életrons qui pénètrent dans la zone ative peuvent suivant la géométrie dudispositif ('est à dire suivant la valeur du potentiel életrostatique), et suivant lapolarisation des ports d'entrée/sortie, ressortir par un ou plusieurs guides d'onde(ports de sortie). En e�et, dans l'hypothèse d'un régime balistique, la di�érene dephase entre les ondes életroniques qui suivent des hemins di�érents dans la zoneative est uniquement obtenue par les ré�exions de es ondes sur le potentiel deon�nement. Ces ondes interfèrent ensuite de manière ohérente, et 'est la reom-position ou la déomposition de es ondes de phases relatives di�érentes qui est àl'origine de la transmission ou de la ré�exion dans les guides. La géométrie du sys-tème est ainsi diretement responsable des �utuations du transport életronique.Au ours de e travail, nous nous plaçons toujours dans l'hypothèse d'un transportquantique balistique. Notre objetif est de aluler les aratéristiques ourant-tension dedispositifs à guides d'onde életronique. Pour ela, nous prendrons également en omptele phénomène de réation de harge d'espae : les életrons (et/ou les trous) modi�ent lepotentiel életrostatique dans lequel ils se déplaent à ause de l'interation életrosta-tique.1.5 Présentation des dispositifs étudiés1.5.1 Les dispositifs �split-gate� AlGaAs/GaAsDepuis un peu plus d'une dizaine d'années, les progrès onjoints des tehniques deroissane épitaxiale et de lithographie életronique ont permis de on�ner un gaz d'éle-trons dans plusieurs dimensions spatiales d'un omposant. Ces progrès ont été à l'originede la notion de omposants à base de guides d'onde életronique qui présentent de nom-breuses analogies ave les iruits de guidage de l'énergie életromagnétique [131℄. Cesomposants du futur, issus de la tehnologie split-gate [122℄, présentent l'intérêt d'êtreultra rapides (régime de fontionnement de l'ordre du Térahertz) et de faible onsomma-tion [19℄.Les dispositifs `split-gate� AlGaAs/GaAs sont onstitués d'un empilement de ouhesd'hétérostrutures semi-ondutries à haute mobilité et présentent des grilles métalliques(grilles Shottky) en surfae. L'alimentation en ourant du dispositif est assurée par desontats ohmiques formant des réservoirs d'életrons et situés aux extrémités du om-posant (voir Figure 1.7a). La on�guration de dopage dans les hétérostrutures semi-ondutries fait apparaître un potentiel de on�nement pour les életrons à l'interfae dela ouhe de AlGaAs non dopée et du substrat GaAs (voir Figure 1.8). Tous les életronsde ondution sont alors on�nés dans le puits de potentiel, donnant ainsi naissane àun gaz d'életrons bidimensionnel (2DEG : 2 Dimensional Eletron Gas) possédant unemobilité très élevée [1, 63, 91℄. Un potentiel négatif appliqué sur les grilles, permet d'ob-tenir un on�nement additionnel pour le gaz 2D d'életrons en provoquant la désertiondes porteurs des zones du gaz 2D (voir Figure 1.9) positionnées sous les grilles [33℄. Cepotentiel de ommande rend ainsi possible le ontr�le du transport életronique dans la
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Zoneguide d'onde Grilles Shottky

Réservoirs
Gaz 2D d'életrons

(b) ()
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ative

Figure 1.7: Représentation shématique d'un omposant de type stub életronique muni dedeux réservoirs et de deux grilles Shottky (a). La disposition parallèle des grilles en surfae (b)fait apparaître des guides d'onde életronique dans le plan du gaz d'életrons. Les életronson�nés dans le plan, sont dirigés par les guides d'onde vers une zone dite �ative� dé�nie à lafois par la géométrie des grilles en surfae () et par la valeur du potentiel appliqué sur les grilles.La zone ative est le siège d'interférenes quantiques.
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Figure 1.8: Représentation des ouhes semi-ondutries et du pro�l du potentiel vertial, aveon�nement du gaz 2D d'életrons dans le puits. Le transport életronique est bidimensionnel.struture en �dessinant� un pro�l de potentiel de même nature pour le plan du gaz 2D. Lesgrilles en surfae sont alors disposées de manière à réaliser des guides d'onde életroniquereliés aux réservoirs d'életrons (voir Figure 1.7b).
Gaz 2D

Figure 1.9: Vue en oupe du �lquantique prise au entre du om-posant. Un potentiel appliqué sur lesgrilles en surfae entraîne des zonesde déplétion en életrons sous lesgrilles dans le plan du gaz 2D. Onréalise alors un guide d'onde életro-nique.Remarque: en életronique quantique, l'emploi d'hétérostrutures semiondutries àhaute mobilité életronique permet d'obtenir un transport sans ollision de type impuretésdans la nanostruture, et ave l'hypothèse de faible température, un régime balistique. Lerégime de transport balistique (sans ollision) est dé�ni parL < le < l�; (1.20)où L représente la longueur aratéristique du dispositif életronique, le représente le libreparours moyen des életrons, et l� la longueur de ohérene de phase des életrons. Laondition le < l� qui privilégie les interations élastiques par rapport aux interationsinélastiques, est obtenue ave l'hypothèse de faible température. Par ailleurs dans le asd'un régime mésosopique où le < L < l�, les aratéristiques de transport sont liées à laon�guration des impuretés.Dans le as d'un �l quantique (voir Figure 1.10a) où un seul guide d'onde relie entreeux deux ports d'entrée/sortie, on peut montrer aussi bien théoriquement, qu'expérimen-



26 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostruturestalement, la quanti�ation de la ondutane en fontion de l'espaement inter-grilles('est à dire de la largeur du guide omme le montre la �gure 1.10b). En e�et, dès, 1988,la quanti�ation de la ondutane dans un �l quantique onneté à deux réservoirs à4:2K a été mise en évidene dans [127, 138℄, puis pour des températures plus élevéesdans [113℄. L'observation de es phénomènes néessite l'obtention d'un régime balistique(une zone ative de faible dimension et des mobilités de porteurs très élevées). D'un pointde vue théorique [69,71℄, le potentiel uniquement transverse qui se trouve dans les guides(supposé su�samment long) au niveau du gaz 2D d'életrons, fait apparaître des modespropres. Chaun de es modes qui se situent sous le niveau de Fermi transporte une mêmequantité de ourant. L'évolution de la ondutane G s'e�etue don en marhe d'esalierde saut 2q2=h e qui exprime le nombre roissant de modes transverses du guide impli-qués dans le transport ave l'augmentation de la largeur du guide. La ondutane estalulée à partir de l'équation (1.21) pour un système à l'équilibre thermodynamique età température nulle. On obtient alors G = 2q2h N; (1.21)ave q la harge élémentaire, h la onstante de Plank etM le nombre de modes transversesdu guide se trouvant sous le niveau de Fermi.
w SE w (b)(a)

G (2e2=h)
Figure 1.10: Fil quantique (vue de dessus ave largeur du guide aentuée) (a), et quanti�ationde la ondutane en fontion de la largeur w du guide (b).La modulation de la tension de ommande appliquée à des grilles �xes en surfae montre lamême quanti�ation de la ondutane ave un saut à haque roisement entre un niveauquanti�é (on�nement perpendiulaire aux guides) et le niveau de Fermi. En dé�nitive,le potentiel appliqué sur les grilles ontr�le la géométrie du dispositif et notamment lalargeur du guide [142℄.Dans le but d'obtenir la mise en plae des fontions pour l'életronique non-linéairesur de nouvelles éhelles, il a été envisagé d'étudier des strutures plus omplexes que lastruture de base du �l quantique, pouvant présenter des disontinuités (avités . . .) etplusieurs guides d'onde [19,90,136℄. Dans e sens, des études sur di�érentes strutures ontété envisagées. Citons omme exemples :� les strutures omposées d'un seul guide d'onde qui présentent une avité (T-stub)[20, 35, 115℄,



1.5 Présentation des dispositifs étudiés 27� les strutures qui présentent une onstrition [119, 124℄,� les strutures omposées de trois guides d'onde dites de �swith� (Y-branh) [88,137℄,� les strutures à anneaux [21, 111℄,� les strutures à guides d'onde roisés [7, 108℄,� les strutures qui réalisent le ouplage de deux guides d'onde (oupleur quantique)[40, 109, 126, 128�130,134, 141℄� et autres. . . [16, 27, 31, 48, 59, 85, 107, 114, 123, 139℄Les méanismes de fontionnement de l'ensemble de es omposants reposent sur les phé-nomènes d'interférenes quantiques qui apparaissent dans la zone dite �ative� de trèspetite dimension dans laquelle se dirigent les életrons (voir Figure 1.7). Si l'on souhaitene pas détruire les interférenes quantiques en évitant toute perte de ohérene de l'ondeéletronique dues aux impuretés, il est néessaire de se plaer dans un régime balistique.Les prinipes de fontionnement de strutures omplexes onstituées de plusieurs guidesd'onde assoiés à des ports d'entrées/sorties (omme l'exemple du oupleur quantiquesur la Figure 1.11) ont été dérits dans la setion préédente. Rappelons brièvement queontrairement aux prinipes de fontionnement d'un transistor à e�et de hamps, dans lesdispositifs à interférenes quantiques, les életrons ne sont pas stoppés diretement parune barrière de potentiel ontr�lée par les grilles. En e�et, les életrons peuvent, suivantla géométrie du dispositif ('est à dire suivant la modulation du potentiel appliqué auxgrilles), et suivant la polarisation des ports d'entrée/sortie, ressortir par un ou plusieursguides d'onde (ports de sortie).

Gaz 2D
Guide d'onde

Grilles ShottkyRéservoir d'életrons

Figure 1.11: Représentation shématique d'un omposant dont la disposition des grilles et desontats ohmiques dé�nit une on�guration oupleur quantique simple-branhe faisant appa-raître quatre guides d'onde (la largeur des guides et la zone ative n'étant pas ii à l'éhelle enomparaison ave les dimensions de la grille).Remarque: les aratéristiques de ommutation peuvent dépendre d'un hangement dans



28 Chapitre 1. Desription du transport quantique dans les nanostruturesune partie de la géométrie dans laquelle auun ourant ne irule, e qui dénote la ara-tère non loal du fontionnement du dispositif [30℄.Remarque: il existe des limitations tehnologiques liées à la fabriation de es dispositifs.La di�ulté majeure onerne le dép�t des grilles en surfae. Des problèmes apparaissentinévitablement pour une longueur de grille inférieure à 100nm [122℄.1.5.2 Les �nano-transistors� MOSFETsLe transistor MOS est le omposant életronique le plus employé de nos jours [120℄.Le transistor à e�et de hamp MOSFET (Metal Oxyde Semiondutor Field E�etTransistor) possède une grille G (Gate) (isolée du anal par une ouhe de dioxyde deSiliium SiO2) ainsi que trois életrodes (voir Figure 1.12). On note alors S, la Soure quiest le point de départ des porteurs, D, le Drain qui est le point de ollete des porteurs,et B (Body) le substrat de Siliium Si.
Figure 1.12: Transistor MOS à a-nal N. Le transistor est omposéd'une grille, d'une ouhe d'Oxyde,ainsi que des életrodes de la soure,du drain et du substrat de Siliium. �����
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Très souvent, les életrodes de la soure et du substrat sont életriquement reliées, onretrouve alors un omposant dans lequel le ourant entre la soure et le drain IDS estommandé par une tension VGS entre la grille et la soure. Dans haque type de MOS-FET, on peut distinguer le MOSFET à anal N où le ourant provient du déplaementd'életrons et le MOSFET à anal P où le ourant provient du déplaement des trous.Dans ette thèse, nous proposons l'étude uniquement des dispositifs n-MOSFETs àanal N . Les életrons sont alors onentrés dans les réservoirs d'életrons qui se situentsous la soure et le drain, et un anal d'életrons d'une dimension de quelques dizaines denanomètres se forme don sous la ouhe d'Oxyde. Si l'on applique une tension négativesur la grille, les életrons sont repoussés et la ondutivité du anal diminue (voir Fi-gure 1.13a).Nous notons VGSo� la tension de ommande pour laquelle le transistor se bloque (IDS = 0).Pour haune des tension de grille VGS, nous pouvons obtenir une aratéristique ourant-tension IDS en fontion de VDS (voir Figure 1.13b). Si le potentiel entre la soure et ledrain est faible, le transistor se trouve dans un régime linéaire. Ce régime linéaire laisse



1.5 Présentation des dispositifs étudiés 29
VGS = 0VVGS > 0
VGS < 0VDSVGS

IDSIDS
VGSo�(a) (b)

IDSAT
Figure 1.13: Caratéristiques ourant-tension du transistor MOS. (a) représente la aratéris-tique de transfert, et (b) les aratéristiques IDS en fontion du potentiel VDS pour di�érentesvaleurs du potentiel de grille VGS.plae à un régime de saturation (IDSAT) quand la valeur du potentiel devient plus élevé.Les transistors MOS (à appauvrissement) sont passants sans tension de ommande degrille VGS = 0 , et si nous notons IDSS la aratéristique ourant-tension orrespondante,nous obtenons alors la relation usuelle suivanteIDS = IDSS�1� VGSVGSo��2 (1.22)La rédution agressive de la taille du anal à un ordre de grandeur de plusieurs dizainesde nanomètres (dans le but d'améliorer les performanes du omposant), fait apparaîtreplusieurs limitations physiques omme disutées dans [6, 125℄. Dans notre étude, nousallons nous a�ranhir des problèmes qui peuvent être liés à la fabriation d'un �nano-MOSFET�. Dans es dispositifs de très petite taille, les e�ets quantiques sont prépon-dérants (on�nement des életrons dans le anal. . .). En outre, nous supposerons que letransport des életrons et des trous est balistique.Remarque: il existe d'autres alternatives permettant de onevoir des nano-transistors,itons par exemple le transistor à double grille [62, 92℄.
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32 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèle2.1 Position du problème2.1.1 Dé�nitions et hypothèsesLe dispositif modèle que nous onsidérons oupe un volume 
 de Rd onstitué de lazone ative 
0 de géométrie quelonque, et de N guides d'onde 
j (j = 1; : : : ; N). Onnote �j (j = 1; : : : ; N) l'interfae entre le guide 
j et la zone ative, et �0 la frontièreextérieure de 
 (voir Figure 2.1).
�0�1 
0�0
1 �0 �2


3

2

�3 Figure 2.1: Représentation de lagéométrie 
 du problème modèle,ainsi que es di�érentes parties etfrontières (exemple d'un dispositifpossédant trois guides d'onde).
Hypothèse 2.1 Nous allons supposer que :(i) la longueur d'onde des életrons est du même ordre de grandeur que les dimensionsdu système.(ii) la région 
 peut admettre des zones dopées. Le dopage peut être positif (donneursionisés N+D) ou négatif (aepteurs ionisés N�A ).(iii) le transport életronique est balistique (sans ollision).(iv) la probabilité de trouver un életron en dehors du domaine 
 est nulle (zones de fortpotentiel).(v) le potentiel életrostatique dans les guides 
j (j = 1; : : : ; N) dépend uniquement de ladiretion transverse : V = V (�j) où �j 2 �j et �j 2 R+ représentent les oordonnéesloales de 
j (voir Figure 2.2).(vi) les interfaes guides d'onde-zone ative �j (j = 1; : : : ; N) se trouvent dans un étatde quasi-équilibre. En d'autres termes, tous les phénomènes de ondution liés auxéletrons qui entrent ou qui sortent de la zone ative en �j, ne représentent alorsqu'une petite perturbation pour le guide 
j et le réservoir d'életrons qui lui est as-soié. Par onséquent, les életrons dans le guide j se trouvent dans un mélangestatistique d'états obéissant à la distribution de Fermi-Dira ave le potentiel hi-mique �j du réservoir j.Remarque: la oordonnée loale �j représente dans le problème modèle un ensemble deoordonnées loales sur �j de dimension (d� 1).



2.1 Position du problème 33Figure 2.2: Coordonnées loales duguide j. �j et �j représentent respe-tivement, la oordonnée transverseet la oordonnée longitudinale duguide.
�0
j �0 �j �j�j 
0

2.1.2 Les e�ets életrostatiquesLa densité de harge d'espae � est reliée au déséquilibre loal existant d'une partentre les donneurs ionisés N+D et la densité életronique libre n, et d'autre part entre lesaepteurs ionisés N�A et les trous libres p. On obtient alors� = q(N+D �N�A � n+ p); (2.1)où q désigne la harge élémentaire. Dans la zone ative, le potentiel életrostatique Vinduit par les harges d'espae est alors solution de l'équation de Poisson8><>: �r��r(x)rV (x)� = �(x)�0 dans 
0;ave les onditions aux bords que l'on préisera plus loin, (2.2)où �o est la permitivité du vide, et �r est la onstante diéletrique relative aux di�érentsmatériaux semi-onduteurs omposant le domaine 
0. Dans le problème modèle, nousdé�nissons les onditions aux bords pour le potentiel életrostatique sur les bords �
0 dutype :� Neumann homogènes ou Dirihlet sur les bord �0. La nature des onditions auxbords pour le potentiel életrostatique V sur es bords est liée à la physique dumodèle d'étude. Dans la deuxième partie de la thèse, nous sommes amenés à étudieruniquement des as où les onditions aux bords sont du type Dirihlet ou Neumannhomogènes sur des parties de �0. Dans le problème modèle, nous hoisissons desonditions de Dirihlet, notées V0, sur les bords �0D et de Neumann homogènes surles bords �0N ave �0 = �0D [ �0N: (2.3)� Neumann homogènes sur les frontières guides d'onde-zone ative �j (j = 1; : : : ; N)à ause de l'invariane par translation du potentiel sur es limites. Ces limites sontsupposées se trouver dans un état de quasi-équilibre.Remarque: dans l'hypothèse de quasi-équilibre, les bords �j peuvent s'interpré-ter omme les oupes transverses d'un �l quantique supposé in�ni, lequel possèdeune distribution d'énergie relative au réservoir d'életrons j. Dans es onditions,



34 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleil serait possible d'introduire des onditions de Dirihlet sur les frontières guidesd'onde-zone ative �j pour le potentiel életrostatique, à l'aide de la résolution d'unsystème ouplé entre la densité et le potentiel sur haun de es bords. Ce modèledit de quasi-équilibre sera développé spéi�quement pour haun des dispositifs quiseront étudiés au ours de ette thèse.En résumé, les onditions aux bords pour le potentiel életrostatique sont dé�nies par8>>>><>>>>: (rV:n) = 0 sur �j (j = 1; : : : ; N);(rV:n) = 0 sur �0N ;V (x) = V0 sur �0D ; (2.4)ave n normale extérieure au domaine 
0. Dans notre desription du problème modèle,l'expression de la densité de trous est supposée onnue. Nous allons, dans un premiertemps, établir l'expression de la densité életronique en fontion du potentiel életrosta-tique, et nous dé�nirons par la suite les di�érents systèmes non-linéaires ouplés.2.2 Le modèle de transport des életrons2.2.1 L'approhe quantiqueLes életrons sont émis par les réservoirs dans les divers guides d'onde j en aord avela statistique d'un gaz de fermions, aratérisée par la distribution d'énergie de Fermi-Dira et du potentiel himique assoié au réservoir du guide j. En présene d'un mélangestatistique d'états 	E, la densité életronique pour un potentiel életrostatique V donnépeut s'érire de manière générale omme une somme sur tous les guides de toutes leson�gurations d'états d'énergie E possible dans e guiden(x) = 2 NXj=1XfEg j	E(x)j2fFD(E � �j); (2.5)où j	E(x)j2 est la densité de probabilité de présene de l'életron d'énergie E en x, lefateur 2 intervient omme fateur de spin de l'életron, et �j est le potentiel himiqueassoié au guide j.Remarque: la somme sur les on�gurations d'énergie qui intervient dans la formule (2.5),est suivant les as une somme disrète ou une intégrale.Nous allons maintenant donner une version plus préise de la formule (2.5). Les fontionsqui y apparaissent sont des états de sattering de l'opérateur de Shrödinger que nousherhons à déterminer.



2.2 Le modèle de transport des életrons 35Equation de Shrödinger et onditions aux bords d'ondes entrantesLe système que l'on herhe à résoudre peut s'érire8>>>>><>>>>>: � ~22m��	E(x) + U(x)	E(x) = E	E(x) dans 
0;	E(x) = 0 sur �0;ave les onditions aux bords d'ondes entrantes sur les �j(j = 1; : : : ; N): (2.6)L'énergie potentielle U est donnée parU(x) = �qV (x) + E(x); (2.7)ave E l'énergie potentielle du ristal semi-onduteur.Remarque: dans le but de simpli�er la desription du problème modèle, la masse e�e-tive des életrons est supposée isotrope, onstante et égale à m�.Tout le problème onsiste don à déterminer les onditions aux bords entrantes sur lesbords �j. Dans e but, nous proposons d'utiliser la méthode QTBM (QuantumTransmittingBoundaryMethod) dérite en [74℄ et utilisée dans les problèmes d'életromagnétisme [82℄.Nous allons tout d'abord e�etuer la déomposition de l'onde dans les guides. On noteUj le potentiel transverse dans le guide j. On peut alors exprimer (2.6) dans 
j à l'aidedes oordonnées loales �j et �j (voir Figure 2.2)8>>>>><>>>>>: � ~22m��	E(�j; �j) + Uj(�j)	E(�j; �j) = E	E(�j; �j) dans �j � R+ ;	E(�j; �j) = 0 sur �0;ave 	E(�j; �j) bornée: (2.8)Toute fontion 	E qui satisfait (2.8) sur 
j peut alors s'érire	E(�j; �j) = 1Xm=1 f jm(�j)�jm(�j); (2.9)où f�jmgm2N� est la base orthonormée de veteurs propres transverses sur L2(�j) à va-leurs dans R, diagonalisant l'opérateur de Shrödinger transverse dé�ni sur �j ave desonditions aux bords de Dirihlet homogènes8>>>>>>><>>>>>>>:
� ~22m���j�jm(�j) + Uj(�j)�jm(�j) = Ejm�jm(�j) dans �j;�jm(�j) = 0 sur ��j;Z�j �jm�jm0 d�j = Æm;m0 ; (2.10)



36 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleoù Ejm représente la valeur propre réelle transverse assoiée à �jm, m l'indie du modetransverse, et Æ est le symbole de Kroneker. Nous notons alors f jm la fontion d'ondelongitudinale dé�nie sur R+ et qui est assoiée au mode transverse m. En insérant l'ex-pression (2.9) dans (2.8),l'équation sur les fontions d'onde f jm s'érit8><>: � ~22m� d2d�2j f jm(�j) = (E � Ejm)f jm(�j) dans R+;ave f jm(�j) bornée: (2.11)En dé�nissant le nombre d'onde kjm(E) parkjm(E) =r2m�~2 jE � Ejmj; (2.12)les solutions de f jm peuvent alors s'érire sous la forme8><>: f jm(�j) = ajme�ikjm�j + bjmeikjm�j si m �M j(E);f jm(�j) = bjme�kjm�j si m > M j(E); (2.13)ave :� ajm, l'amplitude de l'onde inidente du guide j et du mode m, supposée onnue.� bjm, l'amplitude de l'onde ré�éhie-transmise ou le oe�ient de l'onde évanesente,du guide j et du mode m.� M j(E), le nombre de modes propagatifs donné parM j(E) = supm fm � 1;E > Ejmg: (2.14)Remarque: omme f jm doit être une fontion bornée sur R+, on ne tiendra pas omptedes termes en ekjm�j dans le as où m > M j(E).Finalement, la fontion d'onde 	E a pour expression dans 
j	E(�j; �j) = MjXm=1(ajme�ikjm�j + bjmeikjm�j )�jm(�j) + 1Xm=Mj+1(bjme�kjm�j )�jm(�j) (2.15)Remarque: dans (2.15), la première somme regroupe l'ensemble des modes transversesdits propagatifs tandis que la deuxième somme regroupe l'ensemble des modes évanes-ents. L'onde transverse dé�nie par les fontions d'onde �jm ne se propage pas, elle estdite stationnaire. Le transport életronique s'e�etue uniquement suivant la diretion lon-gitudinale du guide.



2.2 Le modèle de transport des életrons 37Remarque: les fontions propres �jm et les valeurs propres Ejm solutions de (2.10) peuventêtre déterminées analytiquement dans ertains as simples omme ave un pro�l de po-tentiel de on�nement Uj de nature arré ou parabolique. En méanique quantique, lesapproximations sous forme arré ou parabolique d'un pro�l de potentiel réel sont très sou-vent utilisées, elles permettent de trouver les fontions propres �m et les valeurs propresEm respetives du puits arré quantique ou de l'osillateur harmonique quantique. Dansnotre problème modèle, le pro�l du potentiel de on�nement transverse Uj est supposéquelonque et nous aurons don à traiter numériquement un problème aux valeurs propres.Nous allons maintenant établir des onditions aux bords entrantes dans les guides,indépendantes des oe�ients bjm. A l'interfae �j, (2.15) s'érit	E(�j; �j = 0) = Mj(E)Xm=1 (ajm + bjm)�jm(�j) + 1Xm=Mj(E)+1 bjm�jm(�j); (2.16)ou bien enore 	E j�j = 1Xm=1	jm�jm(�j); (2.17)et omme f�jmgm2N� forme une base orthonormée de L2(�j), on dé�nit les oe�ients 	jmpar 	jm = Z�j 	E(�j; �j = 0)�jm d�j: (2.18)(2.16) implique que 	jm = 8<: ajm + bjm si m �M j(E)bjm si m > M j(E) (2.19)En di�éreniant (2.15) par rapport à �j puis en posant �j = 0, on trouve alors��j	E j�j = Mj(E)Xm=1 (�ajm + bjm)ikjm(E)�jm(�j)� 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)bjm�jm(�j): (2.20)En utilisant l'expression (2.19) des oe�ients bjm en fontion des 	jm, dans (2.20), onobtient �nalement l'expression des onditions d'ondes entrantes aux interfaes guidesd'onde-zone ative indépendantes des bjm��j	E j�j = Mj(E)Xm=1 ikjm(E)(�2ajm +	jm)�jm(�j)� 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)	jm�jm(�j): (2.21)



38 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleL'équation de Shrödinger (2.6) dé�nie sur le domaine borné 
0 ave des onditionsaux bords entrantes (2.21), peut se mettre sous la forme variationnelle suivante :Trouver 	 2 H(
0) = f	 : 
0 ! C; 	 2 H1(
0); 	 = 0 sur �0g; tel que8� 2 H; a(	;�) = L(�); (2.22)où a est une forme bilinéaire, symétrique et ontinue sur H1(
0)a(	;�) = Z
0 r	r� d
0 + 2m�~2 Z
0(U � E)	� d
0 � i NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)	jm�jm+ NXj=1 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)	jm�jm; (2.23)et L est une forme linéaire ontinue sur H1(
0)L(�) = �2i NXj=1 Mj(E)Xm=1 ajmkjm(E)�jm; (2.24)ave 	jm = Z�j 	�jm d�j et �jm = Z�j ��jm d�j: (2.25)
Théorème 2.1 Soit Emin = infm;j Ejm et soit V donnée dans L1(
0). Par onséquent, ilexiste suite roissante (Ej(V ))j2N�) qui tend vers +1, telle que le problème variationnel(2.22) admette une solution unique pour haque ajm donnée et pour haque E 2 fE �Emin; E 6= Ep; 8p � 1g.Preuve: l'analyse de l'existene et de l'uniité de la solution du problème est e�etuéeen [9℄ à l'aide de l'alternative de Fredholm. Notons que plusieurs détails de la preuvepeuvent se retrouver en [82℄ pour des problèmes analogues en életromagnétisme. �La densité életronique quantiqueLe alul de la densité életronique doit prendre en ompte les états relatifs à lapropagation du transport életronique dans les divers guides j0 et les divers modes m0.Dans le as où une seule onde assoiée à un veteur d'onde longitudinal k > 0, est injetéedans le guide j0 et dans le mode propre transverse m0, on aajm = Æj;j0Æm;m0 : (2.26)L'énergie E peut alors s'érire ave (2.12)



2.2 Le modèle de transport des életrons 39
E(j0; m0; k) = Ej0m0 + ~2k22m� : (2.27)Remarque: dans haque guide, il existe un sens unique pour l'injetion de l'onde, k > 0.Sur la �gure 2.3 représentative de l'équation de dispersion (2.27) dans un guide j0, nouspouvons distinguer plusieurs feuillets d'énergie assoiés aux di�érents modes transversesd'injetion m0. m0 = 0m0 = 1m0 = 2

E1E2E3 0 dk k
E Figure 2.3: Courbes représenta-tives de l'équation de dispersion(2.27) dans un guide j0. A haquemode m0 est assoié un feuilletd'énergie di�érent.

Les fontions d'onde 	E qui sont solutions de (2.6) et (2.21), sont paramétrées par lesindies j0; m0; k. On obtient alors les états 	j0;m0;k, ave (j0 = 1; : : : ; N , m0 2 N� , etk 2 R�+). Nous dé�nissons alors la densité életronique omme un mélange statistiqued'états 	j0;m0;k, on obtient une fontionnelle densité de V non loale en xn[V ℄(x) = 2 NXj0=1 1Xm0=1 Z 10 j	j0;m0;k j2fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dk2� : (2.28)Remarque: le transport életronique dans la diretion longitudinale du guide j0 n'estautorisé que si E > Emin = infm;j Ejm. Dans les as où l'injetion ne s'e�etue sur auunmode, les états életroniques sont dits liés au système (ils ne partiipent pas au transport).Dans e problème modèle, la ontribution de es états propres au alul de la densitééletronique n'est pas prise en ompte.2.2.2 L'approximation semi-lassique : Thomas-FermiNous faisons l'hypothèse que le potentiel életrostatique V varie lentement en ompa-raison ave la longueur d'onde des életrons. Dans es onditions, nous pouvons dé�nirune approhe semi-lassique pour le alul de la densité des életrons dépendant unique-ment du potentiel loal via l'approximation de Thomas-Fermi [5℄. L'énergie d'un életron



40 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleest alors modi�ée de sa valeur en énergie d'un életron libre par la valeur du potentielloal E = ~2jjkjj22m� + U(x); (2.29)ave k le veteur d'onde de l'életron libre. Dans e as, les harges életroniques sontdes harges libres dans toutes les diretions de l'espae. Les solutions de l'équation (2.6)munie des onditions aux bords périodiques� sont des ondes planes (normalisées sur toutl'espae à l'amplitude unité). L'expression de la densité életronique est uniquement dé-terminée en fontion de la distribution de Fermi-Dira et de la densité d'état. A la limitethermodynamique (grand volume) et quand le système se trouve à l'équilibre, on obtientn[V (x)℄ = 2 ZRd fFD�E�V (x);k�� �� dk(2�)d ; (2.30)où (1=(2�)d) représente la densité d'état dans l'espae des k, le fateur 2 représente lefateur de spin de l'életron, et � le potentiel himique dé�ni à l'équilibre (� = �j 8j).L'approximation de Thomas-Fermi suppose don que la densité de partiule est une fon-tionnelle du potentiel életrostatique V loale en x.Remarque: dans ette approhe semi-lassique, nous pouvons aisément e�etuer le alulde la densité de trous par analogie. Dans e as, la relation de dispersion dans la bandede valene s'érit E = �~2jjkjj22mh� + (U(x)��(x)); (2.31)où mh� est la masse e�etive des trous, et � représente le gap d'énergie entre la bande deondution et la bande de valene des matériaux semi-onduteurs. La densité des trousa alors pour expressionp[V (x)℄ = 2 ZRd fFD��� E�V (x);k�� dk(2�)d : (2.32)
Remarque: on peut aussi érire un modèle de transport Thomas-Fermi ave un potentielhimique qui dépend de x. Ce potentiel himique est alors solution d'une équation de typedérive-di�usion. Dans le as où les potentiels himiques des réservoirs sont di�érents, lesystème se trouve dans un état hors-équilibre. Dans notre modèle (2.30), les potentielshimiques de tous les réservoirs sont égaux à � et le système se trouve don à l'équilibre.Dans des situations hors-équilibre, il n'est pas paru néessaire de développer l'approxima-tion de Thomas-Fermi, puisque nous envisageons d'utiliser le potentiel donné par etteapproximation dé�nie à l'équilibre, dans le seul but d'initialiser la résolution numériquedu système ouplé quantique Shrödinger/Poisson.



2.2 Le modèle de transport des életrons 412.2.3 Réapitulatif des modèlesDans un adre général, le système non-linéaire ouplé sur le potentiel életrostatiqueV peut s'érire d'une manière unique pour les deux modèles physiques dans 
08<: �r��r(x)rV (x)�+ q�0G[V ℄(x) = q�0 (N+D (x)�N�A (x)); dans 
0;ave les onditions aux bords (2.4) ; (2.33)où G est la fontionnelle dé�nie parG[V ℄ = n[V ℄� p[V ℄: (2.34)Dans ette setion, nous e�etuons la synthèse des résultats préédemment établis oner-nant les modèles semi-lassique et quantique, puis nous disutons sur l'existene et l'uni-ité des solutions des systèmes ouplés.Le système Thomas-Fermi/PoissonDans l'approhe semi-lassique, les densités de harge induites par les életrons et lestrous, ont été dé�nies par l'approximation de Thomas-Fermi en (2.30) et (2.32). Pourrappel : 8>>><>>>: n[V (x)℄ = 2 ZRd fFD�E�V (x);k�� �� dk(2�)dE(V (x);k) = ~2jjkjj22m� + U(x); (2.35)et 8>>><>>>: p[V (x)℄ = 2 ZRd fFD��� E�V (x);k�� dk(2�)dE(V (x);k) = �~2jjkjj22mh� + (U(x)��(x)): (2.36)Par onséquent, G est une fontionnelle densité de V loale en x.Théorème 2.2 Le problème (2.33) admet une solution unique V 2 H1(
0).Preuve: la dérivée de n[V ℄ par rapport à V est stritement positive et a pour expressionn0[V ℄ = q�2 ZRd osh�2��2�E�V (x);k�� ��� dk(2�)d (2.37)la dérivée de p[V ℄ par rapport à V est stritement négative et a pour expressionp0[V ℄ = �q�2 ZRd osh�2��2 ��� E(V (x);k��� dk(2�)d (2.38)G est don une fontion monotone et roissante de R dans R. Par onséquent, le théorèmeest véri�é d'après [68℄. �



42 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleLe système Shrödinger/PoissonDans le as quantique, n[V ℄ est une fontionnelle densité de V non loale en x. Ladensité de trous est supposée onnue (en fontion de V ). Rappelons l'expression de ladensité életronique établie en (2.28)n[V ℄(x) = 2 NXj0=1Xm0 Z 10 j	j0;m0;k j2fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dk2�E(j0; m0; k) = Ej0m0 + ~2k22m� (2.39)où les fontions d'onde, 	j0;m0;k, sont solutions de l'équation de Shrödinger dans 
0 :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� ~22m��	j0;m0;k(x) + U(x)	j0;m0;k(x) = E	j0;m0;k(x) dans 
0;	j0;m0;k(x) = 0 sur �0;��j	j0;m0;kj�j = Mj(E)Xm=1 ikjm(E)(�2ajm +	jm)�jm(�j)� 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)	jm�jm(�j) sur les �j (j 6= 0);où E � E(j0; m0; k) et ajm = Æj;j0Æm;m0 ;

(2.40)
ave :� N , le nombre de guides.� ajm, l'amplitude de l'onde inidente (onnue).� �j, la oordonnée loale transverse du guide j (voir Figure 2.2).� �jm et Ejm, les veteurs propres (modes propres) et valeurs propres (niveaux d'éner-gie) de l'équation de Shrödinger transverse exprimée dans le guide j où l'on supposeque le potentiel est transverse.� M j(E), le nombre de modes propagatifsM j(E) = supm fm � 1;E > Ejmg:� kjm(E), le nombre d'onde kjm(E) =r2m�~2 jE � Ejmj:� 	jm, le oe�ient dé�ni par (en posant 	 � 	j0;m0;k)	jm = Z�j 	�jm d�j:



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 43Théorème 2.3 Il existe une solution V 2 H1(
0) satisfaisant le système ouplé (2.33),(2.39) et (2.40).Preuve: le résultat d'existene a été démontrée en [9℄. �2.3 Calul du ourant et de la ondutaneDans ette setion, nous allons établir l'expression du ourant életronique en fontionde la tension de polarisation des ports, dans le as où le potentiel életrostatique est onnu.Nous e�etuons la desription quantique du transport életronique à l'aide de l'équationde Shrödinger dé�nie en (2.40), et nous présentons deux méthodes permettant le aluldu ourant életronique. La première méthode est basée sur l'expression de la densitéde ourant dans un mélange statistique d'états. La deuxième méthode néessite le aluldes oe�ients de transmission dans les guides [18, 28, 30℄. Cette dernière méthode nouspermettra de dé�nir par la suite, la notion de ondutane.2.3.1 Le ourant életronique : dé�nitionNotons jj0;m0;k la densité de ourant relative à la fontion d'onde 	j0;m0;k solution de(2.40) ave une énergie E(j0; m0; k) = Ej0m0 + ~2k22m� : (2.41)Nous pouvons alors dé�nir le ourant életronique total J(x) dans 
0, en remplaçantdans l'expression de la densité quantique (2.28), la densité de probabilité de présene del'életron par la densité de ourant d'un életron. On obtientJ(x) = 2 NXj0=1 1Xm0=1 Z 10 jj0;m0;k(x)fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dk2� : (2.42)Par la suite et a�n d'allèger l'exposé, nous allons omettre les indies j0; m0; k dans 	j0;m0;ket jj0;m0;k.En méanique quantique, la densité de ourant j assoiée à une fontion d'onde 	 estdonnée par j(x) = q~m�Imf	(x)r	(x)g; (2.43)ave Imfag partie imaginaire de a. L'intensité Ij est dé�nie par le �ux de ourant quitraverse �j (frontière guide d'onde-zone ative, voir Figure 2.2) parIj = Z�j (J:�j) d�j (2.44)



44 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleRemarque: d'après le sens de la normale �j du guide j, si Ij < 0, alors le ourant dansle guide j pénètre dans 
0, et si Ij > 0, alors le ourant dans le guide j sort de 
0.Proposition 2.1 La somme algébrique des ourants entrants dans le système 
0 est égaleà la somme des ourants sortants de e système (loi des noeuds)NXj=1 Ij = 0: (2.45)Preuve: d'après la formule de Green, on peut érireZ
0 divJ d
0 = Z� (J:n) d�; (2.46)ave n normale extérieure au domaine 
0 et la frontière � est dé�nie par � = �
0. D'aprèsla loi de onservation loale de la harge, on adivJ = 0: (2.47)Puisque � = �0 [ �1; � � � [ �N , et que le ourant sur les limites �0 est nul (la fontiond'onde est nulle sur �0), on trouve �nalementNXj=1 Z�j (J:�j) d�j = 0; (2.48)et ave (2.44) le résultat est immédiat. �2.3.2 Expression du ourant en fontion des oe�ients de ré-�exion et de transmissionSeules les ondes életroniques qui se propagent dans le système par l'intermédiaire desguides d'onde, partiipent au transport életronique. De e fait, nous pouvons extraire desfontions d'onde présentes dans les guides toutes les informations relatives au transportéletronique omme le taux de transmission, l'intensité et la la ondutane. Rappelonsl'expression de la fontion d'onde présente dans un guide j que nous avions auparavantdé�nie en (2.15) par	(�j; �j) = MjXm=1(ajme�ikjm�j + bjmeikjm�j )�jm(�j) + 1Xm=Mj+1(bjme�kjm�j )�jm(�j): (2.49)L'injetion d'une onde d'amplitude unité dans un unique guide j0 et dans un unique modem0, peut être obtenue ave la onditionajm = Æj;j0Æm;m0 : (2.50)



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 45Nous obtenons alors la fontion d'onde 	j0 du guide j0 dé�ni en port d'entrée	j0(�j0; �j0) = e�ikj0m0�j0�j0m0 + Mj0Xm=1 bj0meikj0m �j0�j0m + 1Xm=Mj0+1 bj0me�kj0m �j0�j0m; (2.51)et la fontion 	j des autres guides j 6= j0 dé�nis en ports de sortie	j(�j; �j) = MjXm=1 bjmeikjm�j�jm + 1Xm=Mj+1 bjme�kjm�j�jm: (2.52)Remarque: nous pouvons alors identi�er plusieurs types d'onde :� l'onde inidente dans le guide j0 dé�nie par le premier terme de l'équation (2.51),notée 	Ij0;m0;k et égale à 	Ij0;m0;k = e�ikj0m0�j0�j0m0(�j0): (2.53)� l'onde ré�éhie dans le guide j0 dé�nie par le seond terme de l'équation (2.51), notée	Rj0;m0;k. Elle est onstituée d'une somme sur l'ensemble des modes propagatifs desondes d'amplitude bj0m et de nombre d'onde kj0m, qui sont ré�éhies par le système	Rj0;m0;k = Mj0Xm=1 bj0meikj0m �j0�j0m(�j0): (2.54)� l'onde transmise dans le guide j (j 6= j0) dé�nie par l'équation (2.52), notée 	T!jj0;m0;k.Elle est onstituée d'une somme sur l'ensemble des modes propagatifs des ondesd'amplitude bjm et de nombre d'onde kjm, qui sont transmises par le système	T!jj0;m0;k = MjXm=1 bjmeikjm�j�jm(�j): (2.55)� l'onde évanesente dans les guides j (j = 1; : : : ; N) dé�nie par les derniers termesdes équations (2.51) et (2.52), notée 	E!jj0;m0;k. Elle est onstituée d'une somme surl'ensemble des modes évanesents	E!jj0;m0;k = 1Xm=Mj+1 bjme�kjm�j�jm(�j): (2.56)



46 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèle
�j0 �j 	T!jj0;m0;k	E!jj0;m0;k	E!j0j0;m0;k	Rj0;m0;k	Ij0;m0;k

Figure 2.4: Représentation shématique des ondes ré�éhies, transmises et évanesentes dansles guides j0 et j (j 6= j0), dans le as où une onde est injetée dans le guide j0.Les ondes propagatives inidentes (2.53), ré�éhies (2.54), et transmises (2.55) trans-portent toute l'information, tandis que l'onde évanesente (2.56) tend à disparaître lelong des guides d'onde (voir Figure 2.4).Pour exprimer les oe�ients de ré�exion-transmission et leurs propriétés, il est om-mode d'indexer les fontions d'onde par l'énergie E plut�t que par le veteur d'onde.Ainsi, nous posons b	E;j0;m0 = 	j0;m0;k; (2.57)où k � 0 est dé�ni par (2.41). On dé�nit le oe�ient de transmission Tm0!mj0!j (E) ommela fration d'életron inident dans le guide j0 et le mode m0 assoiée à b	E;j0;m0 , qui esttransmise dans le guide j et le mode m8>>>>><>>>>>: Tm0!mj0!j (E) = kjm(E)kj0m0(E) ��bjm��2 si 1 � m � M j(E);Tm0!mj0!j (E) = 0 si m > M j(E);Tm0!mj0!j (E) = 0 si E < Ejm ou E < Ej0m0 : (2.58)On note Tm0j0!j, le oe�ient de transmission dé�ni omme la fration d'életron inidentdans le guide j0 et le mode m0 assoiée à b	E;j0;m0 , qui est transmis dans le guide j surtous les modes propagatifs m Tm0j0!j(E) = 1Xm=1Tm0!mj0!j (E); (2.59)et dans le as partiulier où j0 = j, le oe�ient de ré�exion Rm0j0 assoié à b	E;j0;m0 , estdé�ni par Rm0j0 (E) � Tm0j0!j0(E): (2.60)



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 47Proposition 2.2 On dé�nit le �ux de ourant inident pour onde injetée dans le guidej0, le mode m0, et possédant une énergie E pariin = q~m�kj0m0(E); (2.61)ainsi que le �ux de ourant dans le guide j parij = Z�j(jj:�j) d�j; (2.62)où le ourant jj est dé�ni à l'aide de l'expression (2.43). Le �ux de ourant total danshaun des guides est alors donné par :ij0 = �iin�1� Rm0j0 (E)�; (2.63a)ij = iinTm0j0!j(E) si j 6= j0: (2.63b)Preuve: le alul des densités de ourant jj est obtenu dans le guide j0 et les guides j(j 6= j0) en substituant respetivement les fontions d'onde (2.51) et (2.52), dans l'équation(2.43). A l'aide de la relation d'orthonormalisation des fontions propres des guides donnéeen (2.10), et après alul, on trouveij0 = q~m� �� kj0m0(E) + Mj0 (E)Xm=1 kj0m(E)jbj0mj2�; (2.64a)ij = q~m� Mj(E)Xm=1 kjm(E)jbjmj2 si j 6= j0: (2.64b)En utilisant les dé�nitions (2.58), (2.59), (2.60) et (2.61), on en déduit alors les expressions(2.63a) et (2.63b). �Remarque: si l'on suppose onnue la valeur de la fontion d'onde b	E;j0;m0 , alors lesoe�ients bjm peuvent être déterminés à l'aide des équations (2.18), (2.19) et (2.50). Ona alors 8>>><>>>: bj0m0 = �1 + Z�j0 b	E;j0;m0(�j0; �j0)�j0m0(�j0) d�j0;bjm = Z�j b	E;j0;m0(�j; �j)�jm(�j) d�j si j 6= j0: (2.65)
Remarque: une onde injetée dans le guide j0 et dans le modem0 peut être transmise (ouré�éhie) suivant un ou plusieurs modes propagatifs m en sortie. Dans e as, le transfertest dit multimodal.



48 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleProposition 2.3 Les oe�ients de ré�exion et de transmission véri�ent la relationRm0j0 (E) +Xj 6=j0 Tm0j0!j(E) = 1: (2.66)Preuve: dans la formulation variationnelle de l'équation de Shrödinger que nous avonsétablie en (2.22), (2.23) et (2.24), nous posons la fontion test � = b	. On obtient alorsen prenant la partie imaginaire de l'ensemble� NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)j	jmj2 = �2Re�kj0m0(E)	m0j0 	;ave Refag partie réelle de a. Puis en ajoutant de part et d'autre de l'expression le termekj0m0(E), on trouve NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)j	jm � Æj;j0Æm;m0 j2 = kj0m0(E);et �nalement ave les dé�nitions (2.19) et (2.50)NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)kj0m0(E) ��bjm��2 = 1: �Nous allons maintenant onsidérer la ontribution totale au ourant dans le guide j,dans le as où des életrons sont injetés dans le guide j0, sur haun des modes m0et suivant une distribution d'énergie de Fermi-Dira liée au potentiel himique �j0 duréservoir d'origine. On peut alors érireIj0!j = 2 1Xm0=1 Z 10 ij(k)fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dk2� : (2.67)En utilisant les résultats (2.61) et (2.63b), ainsi que le hangement de variable (2.41), onobtient alors Ij0!j = q�~ 1Xm0=1 Z 1Ej0m0 Tm0j0!j(E)fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dE: (2.68)L'intensité du ourant du guide j0 au guide j peut enore s'érire ave (2.58) et (2.59)Ij0!j = q�~ Z 10 Tj0!j(E)fFD�E � �j0� dE; (2.69)



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 49où le oe�ient de transmission Tj0!j(E) est dé�ni omme la fration d'életron inidentdans le guide j0 qui est transmis dans le guide j. Ave l'aide de (2.58) et (2.59), on obtientTj0!j(E) = Xm0;mTm0!mj0!j (E): (2.70)L'intensité du ourant résultant dans un guide j se alule omme la somme sur la di�é-rene des ontributions des intensités entre les guides j0 et jIj =Xj0 6=j(Ij0!j � Ij!j0); (2.71)où Ij0!j est l'intensité du ourant transmis du guide j0 au guide j, et Ij0!j est l'intensitédu ourant transmis du guide j0 au guide j. On note par onvention Ij positif, si le ourantdans le guide j sort du système, et Ij négatif, si le ourant dans le guide j pénètre dansle système. Ave (2.71) et (2.69), on obtient �nalementIj = q�~Xj0 6=j Z 10 �Tj0!j(E)fFD(E � �j0)� Tj!j0(E)fFD(E � �j)	 dE: (2.72)Proposition 2.4 Soit E tel que E � Ej0m0 et E � Ej1m1, 8j0 6= j1, les oe�ients detransmission véri�ent alors les propriétés de réiproité suivantes :Tm0!m1j0!j1 (E) = Tm1!m0j1!j0 (E): (2.73)Preuve: nous pouvons établir la relation (2.73) ave l'aide de la formulation variationnellede l'équation de Shrödinger que nous avons érite en (2.22), (2.23) et (2.24). Supposonsque b	E;j0;m0 soit la fontion d'onde solution de l'équation de Shrödinger (2.40), et si l'onpose la fontion test égale à �E;j1;m1 , on obtient alors une première expressiona(b	E;j0;m0 ;�E;j1;m1) = L(�E;j1;m1):Supposons maintenant que �E;j1;m1 soit la fontion d'onde solution de l'équation de Shrö-dinger et b	E;j0;m0 la fontion test, on obtient alors une seonde expressiona(�E;j1;m1 ; b	E;j0;m0) = L(b	E;j0;m0):Comme a est une forme symétrique, les formes bilinéaires a sont don identiques, et onobtient une égalité entre les deux formes linéaires LL(�E;j1;m1) = L(b	E;j0;m0):Puisque ajm = Æj;j0Æm;m0 pour b	E;j0;m0 solution de l'équation de Shrödinger, et ajm = Æj;j1Æm;m1pour �E;j1;m1 solution de l'équation de Shrödinger, on obtient alorskj0m0�j0m0 = kj1m1	j1m1 : (2.74)



50 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleNotons en�n que, �j0m0 = bj0m0 et 	j1m1 = bj1m1 , où les oe�ients de transmission bjm sontdé�nis en (2.65). Dans le as où j0 6= j1, on trouve8>>><>>>: bj0m0 = Z�j0 �E;j1;m1(�j0; �j0)�j0m0(�j0) d�j0;bj1m1 = Z�j1 b	E;j0;m0(�j1; �j1)�j1m1(�j1) d�j1:On peut alors érire (2.74) sous la formebj1m1 = bj0m0 kj0m0kj1m1 : (2.75)Le oe�ient de transmission (2.58) pour une onde b	E;j0;m0 a pour expressionTm0!m1j0!j1 (E) = kj1m1(E)kj0m0(E) ��bj1m1 ��2 ;et ave l'aide de (2.75) on obtientTm0!m1j0!j1 (E) = kj0m0(E)kj1m1(E) ��bj0m0 ��2 ;qui n'est rien d'autre que l'expression du oe�ient de transmission Tm1!m0j1!j0 (E) pour uneonde �E;j1;m1. �Remarque: ave (2.70) et la relation de réiproité (2.73), on trouveTj0!j = Tj!j0: (2.76)On obtient alors ave la relation de réiproité (2.76)Ij = q�~ NXj0=1Z 10 Tj0!j(E)�fFD(E � �j0)� fFD(E � �j)	 dE (2.77)Remarque:� l'expression (2.77) est identiquement nulle pour j0 = j. Par onséquent, nous avonslevé la restrition sur la sommation.� le système est dit en équilibre si tous les guides possèdent une polarisation identique,'est à dire �j = �j0 = �. Dans e as, la ondition Ij = 0, 8j, est véri�ée.� si vj représente la tension de polarisation du guide j, on peut alors érire que�j = �� qvj: (2.78)



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 51� la véri�ation de la loi de onservation (2.45) sur les intensités dé�nis dans le asgénéral (2.72), est obtenue à l'aide de (2.66).� à température nulle l'expression de l'intensité du ourant dans le guide j devientIj = q�~ NXj0=1 Z �j0�j Tj0!j(E) dE: (2.79)
Nous proposons d'illustrer la notion d'intensité à travers deux exemples portant surun système à deux guides d'onde, puis à quatre guides d'onde.Exemple d'un système à deux guides d'onde : La �gure 2.5 représente le transportéletronique dans le as d'un système à deux guides d'onde relié aux réservoirs 1 et 2.Les potentiels himiques des deux réservoirs sont séparés en énergie par un potentielu. Nous pouvons onstater que le ourant ne irule que dans le sens des potentielshimiques les plus élevés au moins élevés et uniquement dans la gamme d'énergiedé�nie omme la di�érene des distributions d'énergie de Fermi-Dira des deuxréservoirs. En appliquant l'équation 2:77, on trouve pour l'expression de l'intensité

I �2�1
E11 E2121

u

Figure 2.5: Cirulation du ourant dans le as d'un système à deux guides d'onde reliés à deuxréservoirs. Les potentiels himiques, assoié à haun des guides, sont séparés en énergie par unpotentiel u.dans le guide 2 (notons que I2 = �I1)I2 = q�~ Z 10 T1!2(E)�fFD(E � �1)� fFD(E � �2)	 dE:Et à température nulle I2 = q�~ Z �1�2 T1!2(E) dE.



52 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleExemple d'un système à quatre guides d'onde : Prenons le as d'un système àquatre guides d'onde illustré sur l'exemple du oupleur quantique sur la �gure 2.6.On obtient pour l'intensité dans le guide 4I4 = q�~ Z 10 �T1!4(f 1FD � f 4FD) + T2!4(f 2FD � f 4FD) + T3!4(f 3FD � f 4FD)	 dE;où f jFD � fFD(E � �j). Supposons maintenant que la tension de polarisation dansles guides 2, 3, et 4 soit identique et égale à u. Supposons enore une polarisationnulle pour le réservoir assoié au guide 1. On trouve alors pour l'intensité dans leguide 4 relative à �l'e�et bakward�I4 = q�~ Z 10 T1!4(E)(f 1FD � f 4FD) dE:
Figure 2.6: Shéma du oupleurquantique possédant quatre guidesd'onde. 1

34
22.3.3 La ondutaneDans le but de rendre ompte des e�ets de non-linéarité dans les aratéristiquesourant-tension, il est utile d'introduire la notion de ondutane. Dans un as général,la ondutane (di�érentielle) est dé�nie parG = �I�V : (2.80)Dans un système omposé de plusieurs guides d'onde, la ondutane entre deux guidesj et j0 est donnée par Gj0j = �Ij0j�(vj � vj0) (2.81)Nous allons supposer que le �ux de ourant Ij0j est uniquement porté par les guides j etj0 indépendemment des autres guides [17, 21℄Ij0j = Ij0!j � Ij!j0: (2.82)



2.3 Calul du ourant et de la ondutane 53Hypothèse 2.2 Nous allons supposer que les potentiels életrohimiques �j0;j s'éloignenttrès peu de la valeur du potentiel életrohimique � à l'équilibre (e qui onduit à des �peti-tes� di�érenes entre les tensions de polarisation des guides d'après (2.78)). Dans e as,nous supposons enore que les oe�ients de transmission Tj0!j sont bien approximés parleur valeur à l'équilibre T 0j0!j.On peut alors e�etuer la déomposition en série de Taylor à l'ordre 1 de la fontion deFermi-Dira par rapport à E en (�j0;j � �). On obtient ainsifFD(E � �j0;j) ' f0(E) + ���f 0FD�E � (�j0;j � �); (2.83)où f 0FD � fFD(E � �) est la distribution de Fermi-Dira à l'équilibre. En substituantle développement (2.83) dans l'expression de l'intensité (2.82), on obtient ave (2.69) et(2.78) Ij0j = q2�~ eTj0!j(vj � vj0); (2.84)où eTj0!j est dé�ni par eTj0!j = Z 10 T 0j0!j(E)���f 0FD�E � dE: (2.85)Nous obtenons alors pour la ondutane dé�ni en (2.81)Gj0j = q2�~ eTj0!j (2.86)
Remarque:� omme eTj0!j = eTj!j0 d'après (2.76) et (2.85), on obtient Gj0j = Gjj0.� d'après (2.84), l'intensité entre deux guides est proportionnelle à leur di�érene depotentiels (quand ette di�érene est petite). Le système à guides d'ondes életro-nique est don équivalent à un réseaux de résistanes de telle sorte qu'ave (2.71),(2.82), (2.84) et (2.86), l'intensité au guide j s'exprimeIj =Xj0 Gj0j(vj � vj0): (2.87)� à température nulle, la dérivée de la fontion de distribution de Fermi-Dira dans(2.85) se transforme en une fontion delta de Dira non nulle pour E = �. Nousretrouvons alors à l'aide des équations (2.59), (2.70) et (2.86) la formule de Landauer-Büttiker [17, 21, 71℄ Gj0j = q2�~ M0Xm0=1Tm0j0!j(�): (2.88)



54 Chapitre 2. Les dispositifs à guides d'onde életronique : un as modèleCette formule traduit le phénomène de quanti�ation de la ondutane. Elle estutilisée dans des as où la température est très faible, et où les di�érenes entre lespotentiels de polarisation sont petites.



Partie IIAppliations aux dispositifs �split-gate�AlGaAs/GaAs et aux �nano-MOSFETs�
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58 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAs3.1 Position du problème3.1.1 IntrodutionDans les dispositifs �split-gate� AlGaAs/GaAs, le transport életronique peut êtreonsidéré omme lassique dans les régions qui entourent les réservoirs et omme quantiquedans la région qui se situe sous les grilles de ommande Shottky. Toutes les ré�exions desondes életroniques qui peuvent apparaître à l'entrée des guides sont onentrées dans unezone dite de transition. Les zones tridimensionnelles lassique, quantique, et de transition,sont représentées sur l'exemple du stub életronique sur la �gure 3.1a.

}(a)

Zone de transition
lassiqueZonelassiqueZone ativeZone ZONETRANSITIONDE

()

(b)Zone quantique

Figure 3.1: Desription des zones de di�érentes natures dans le as du stub en (a). Un grosplan sur le guide à l'entrée de la zone quantique est présenté en (b). () représente la restritiondu domaine d'étude à la zone quantique (vue de dessus).Nous allons onentrer notre étude uniquement sur les phénomènes de transport quan-tique. Par onséquent, le transport életronique dans les zones lassiques, ainsi que lesphénomènes de ré�exion relatifs à la zone de transition, ne seront pas pris en ompte. On



3.1 Position du problème 59note 
 la géométrie d'étude telle que :� 
 est la restrition de la zone quantique dans les régions où la probabilité de trouverun életron est non nulle dans le plan du gaz 2D d'életrons (on ne tient pas omptedes régions de fort potentiel qui se situent sous les grilles loin de la zone ative,voir Figure 3.1).� 
 est délimité dans les guides loin de la zone ative et loin de la zone transition,ave la ondition selon laquelle le potentiel dans les guides est transverse. Ainsi, lepotentiel dans les guides est supposé ne plus subir l'in�uene des phénomènes deréation de harge d'espaes pouvant apparaître, soit dans la zone de transition,soit dans la zone ative (voir Figure 3.1b). Cette ondition implique que les limitesbidimensionnelles guides d'onde-zone ative, de la géométrie d'étude 
, se trouventdans un état de quasi-équilibre.Le domaine de restrition d'étude 
 est présenté à travers les exemples tridimensionnelsdu oupleur quantique et du stub életronique sur les �gures 3.2a et 3.2b.
(a) (b)Figure 3.2: Exemples de la restrition de la géométrie d'étude (zone ative) : dans le as duoupleur quantique (a), et dans le as du stub életronique (b).Dans e modèle, nous allons supposer que les tensions de polarisation aux limites guidesd'onde-zone ative sont identiques aux tensions de polarisation des réservoirs d'életronsqui leur sont assoiés. L'injetion des ondes inidentes s'e�etue ainsi diretement dansles guides. Rappelons alors la relation (2.78) qui assoie le potentiel himique �j du guidej au potentiel de polarisation vj du réservoir orrespondant�j = �� qvj;où � est le potentiel himique à l'équilibre.La grande majorité des artiles ités en introdution onernant l'étude du transportquantique dans les divers dispositifs à guides d'onde életronique, suppose des systèmes bi-dimensionnels où le gaz d'életrons est déjà formé et dont la géométrie est délimitée par desmurs in�nis de potentiel (projetion des grilles en surfae). Il s'agit le plus souvent de ré-soudre l'équation de Shrödinger 2D dans des domaines bornés ave un potentiel onstant



60 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAset d'en déduire les oe�ients de ré�exion et de transmission des ondes sur les frontières.Dans es as où la géométrie du dispositif est simple, 'est à dire que la déomposition enzone retangulaire du domaine d'étude est possible, la méthode de raordement de modespour le alul des fontions d'onde est fréquemment utilisée [129,135℄. La méthode QTBMprésentée dans le hapitre préédent, propose la résolution par la méthode des éléments�nis de la formulation variationnelle de l'équation de Shrödinger munie de onditions auxbords entrantes. Cette méthode apparaît pertinente dans le traitement de géométries ditesomplexes possédant un potentiel quelonque (�smooth�) [96,121℄. En e�et, l'image du po-tentiel de grille sur le plan du gaz d'életrons est néessairement un potentiel �mou�. Cettedernière remarque, nous invite a penser que les e�ets életrostatiques qui se produisentdans le omposant semi-onduteur sont de nature tridimensionnel. Par onséquent, pourdé�nir un modèle qui tienne ompte de la réation de harge d'espae des életrons dansle alul du potentiel életrostatique, il est néessaire de tenir ompte d'un système tridi-mensionnel [118℄. Etudier le modèle de transport quantique 3D revient alors à appliquerle problème modèle dé�ni au hapitre 2 de la première partie, pour un as tridimensionnel.Dans les dispositifs étudiés, les életrons se trouvent on�nés dans la diretion vertialeessentiellement au niveau de l'hétérojontion AlGaAs/GaAs. Nous pouvons illustrer erésultat à l'aide de la �gure 3.3 qui donne une idée de l'extension du gaz d'életrons dansla diretion z sur l'exemple d'un stub életronique.
Figure 3.3: Loalisation du gazd'életrons dans le stub életronique.Le gaz d'életrons est on�né dans ladiretion vertiale du omposant auniveau de l'hétérojontion. En om-plément, quand un potentiel néga-tif est appliqué sur les grilles, le gazd'életrons déserte les zones se trou-vant sous es grilles.

Dans es onditions, si le alul du potentiel életrostatique semble néessiter unerésolution tridimensionnelle, le alul des fontions d'onde à l'aide de l'équation de Shrö-dinger 3D peut être simpli�é en notant le on�nement vertial du gaz d'életrons et donsa nature bidimensionnelle. A�n de tenir ompte de et aspet du gaz, nous proposons dedé�nir un modèle qui onsiste d'une ertaine manière à déoupler la résolution de l'équa-tion de Shrödinger 3D en z et x; y (setion 3.2). Nous l'avons baptisé le modèle quasi-3D.Nous espérons ainsi diminuer le oût numérique de nos simulations tout en onservant



3.1 Position du problème 61une bonne approximation du modèle 3D omplet.Remarque: en e�et, dans le modèle de transport 3D, le alul de la densité életroniquenéessite la résolution d'un grand nombre d'équations de Shrödinger 3D, e qui impliquel'utilisation de grandes ressoures informatiques. Nous montrerons dans le hapitre 4,que le modèle de transport quasi-3D (qui ne néessite prinipalement que la résolutiond'équations de Shrödinger 2D), rend obsolète une desription tridimensionnelle omplètedu transport des életrons, et de e fait, diminue le oût numérique.Dans la setion (3.3), nous proposons d'analyser l'ordre d'approximation du modèle quasi-3D de manière formelle. Commençons tout d'abord par quelques dé�nitions et hypothèses.3.1.2 Dé�nitions et hypothèsesToutes les hypothèses (2.1) énonées au hapitre 2 dans le adre du problème modèlerestent valables onernant l'étude des dispositifs AlGaAs/GaAs. Toutefois omme il n'ya pas de dopage négatif dans la nanostruture, il n'y a don pas de trous. De plus, ledopage positif dans la ouhe n-AlGaAs (voir Figure 1.8) est supposé uniforme.Dans la suite de l'étude, nous faisons le hoix d'étendre la zone ative 
0 jusqu'auxlimites de la géométrie d'étude 
. De e fait, 
0 = 
 et nous obtenons�
0 = �0 [ ( N[j �j);où les bords �j représentent les frontières bidimensionnelles des guides d'onde j et de lazone ative 
0. �0 est dé�ni par �0 = �B [ �T [ �F;ave le bord �B (B : Bottom) qui représente la base du omposant quand z = 0, lebord �T (T : Top) la surfae du omposant quand z = Lz, et les bords �F (F : Fae)l'ensemble des autres faes du omposants ne omportant pas les frontières aux guides.Notons �nalement, �TG et �T0 respetivement les zones en surfae du omposant ave ousans les grilles �T = �TG [ �T0 :Remarque: quand un potentiel négatif est appliqué sur les grilles, les életrons désertentles zones se trouvant sous elles-i. Cependant, la probabilité de trouver un életron sousles grilles est négligeable uniquement dans les zones de très fort potentiel [33℄. A�n deprévenir d'éventuelles erreurs d'approximation dans le modèle liées aux onditions auxbords de on�nement du gaz d'életrons dans la diretion transverse des guides d'onde,nous proposons d'élargir les frontières �j au maximum omme indiqué sur les �gures 3.4aet 3.4b.



62 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAs
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�1 GaAs (Substrat)GaAs (Substrat) �4 �1(b)(a)Figure 3.4: Représentation shématique de la position du gaz d'életrons (2DEG) sur l'exempled'un dispositif possédant un guide d'onde sur une fae (a) (stub), et deux guides d'onde sur unefae (b) (oupleur).Le domaine d'étude tridimensionnel 
0 ainsi que ses di�érentes frontières sont représentésen perspetive dans le as du oupleur quantique sur la �gure 3.5.

Figure 3.5: Représentation des di-vers domaines de la zone d'étudetridimensionnelle du oupleur quan-tique. A la surfae du omposant,on note �TG et �T0 respetivementles zones ave les grilles et sansles grilles. Les setions �j (j 6= 0)ontiennent les frontières bidimen-sionnelles guides d'onde-zone ative.
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Posons maintenant 
0 = !0�℄0; Lz[, où !0 représente le domaine bidimensionnel dé�nipar !0 =℄0; Lx[�℄0; Ly[ ave �!0 = F [ ( N[j j); (3.1)Ainsi, les frontières F et j représentent les traes des domaines �F et �j sur le plan !0�F = F�℄0; Lz[; �j = j�℄0; Lz[: (3.2)



3.2 Le modèle quantique quasi-3D 63Les domaines équivalents 
0 et !0�℄0; Lz[, ainsi que leurs frontières, sont représentés surl'exemple du oupleur quantique, respetivement sur les �gures 3.6a et 3.6b.
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(a)Figure 3.6: Desription des domaines d'étude 
0 en (a) et !0�℄0; Lz [ en (b), sur l'exemple duoupleur quantique.
3.2 Le modèle quantique quasi-3D3.2.1 PréliminairesL'idée de départ onsiste à déomposer l'énergie potentielle U(x) �x � (x; y; z)� de lamanière suivante : U(x) = U1(z) + U2(x; y) + u(x); (3.3)où U1(z) est dé�ni omme un potentiel vertial sur ℄0; Lz[, U2 omme un potentiel bidi-mensionnel sur !0, et u omme un potentiel sur 
0. Cette déomposition est arbitraireet non unique. Dans la suite de l'exposé, nous traiterons le potentiel u(x) de manièreperturbative, et nous indiquerons la stratégie que nous avons adoptée pour aluler lespotentiels U1 et U2.Toute fontion 	(x) dé�nie sur 
0 peut se déomposer omme	(x) = 1Xn=1  n(x; y)�n(z); (3.4)où f�ngn2N� est la base orthonormée de veteurs propres sur L2(℄0; Lz[) à valeurs dans R,diagonalisant l'opérateur de Shrödinger vertial dé�ni sur ℄0; Lz[ ave des onditions aux



64 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAsbords de Dirihlet homogènes8>>>>>>><>>>>>>>:
� ~22m� d2dz2�n(z) + U1(z)�n(z) = Ezn�n(z) dans ℄0; Lz[;�n(z) = 0 en z = 0 et z = Lz;Z Lz0 �n(z)�n0(z) dz = Æn;n0; (3.5)

où Ezn la valeur propre réelle vertiale assoiée à �n, et n l'indie du mode vertial.Nous notons alors,  n(x; y) la fontion d'onde bidimensionnelle dé�nie sur !0 et qui estassoiée au mode vertial n. En insérant l'expression de la fontion 	 (3.4) dans l'équationde Shrödinger 3D dé�nie dans 
0 (2.6), nous obtenons alors le système d'équations deShrödinger 2D ouplées suivant :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
� ~22m�� n(x; y) + U2(x; y) n(x; y) +  n(x; y)�Z Lz0 u(x)j�n(z)j2 dz�+Xn0 6=n n0(x; y)�Z Lz0 �n(z)u(x)�n0(z) dz� = (E � Ezn) n(x; y) dans !0; n(x; y) = 0 sur F;ave les onditions d'onde entrantes sur les j; (j = 1; : : : ; N): (3.6)

Remarque: le gaz d'életrons étant prinipalement onentré dans un puits de potentielse trouvant dans le GaAs, la masse e�etive des életrons (intervenant dans l'équation deShrödinger) est par onséquent supposée égale à la masse e�etive des életrons dans leGaAs.Hypothèse 3.1 Nous allons supposer que u(x) est une fontion lentement variable dansla diretion z en omparaison ave les fontions propres �n(z). L'éhelle de variation de uen z étant supposée beauoup plus grande que l'éhelle de variation des fontions �n, noushoisissons de ne pas prendre en ompte les termes non-diagonaux de l'équation (3.6)(puisque f�ngn2N� forme une base orthonormée de L2(℄0; Lz[)).Nous appelons modèle quasi-3D le modèle qui onsiste à ne onserver que les termesdiagonaux de l'équation (3.6). A l'aide de la déomposition (3.3), on trouve pour le termed'énergie potentielle bUn(x; y) = Z Lz0 �U(x)� U1(z)�j�n(z)j2 dz: (3.7)



3.2 Le modèle quantique quasi-3D 65Finalement, on note  nQ3D les fontions d'onde solutions de l'équation de Shrödinger 2Dsuivante :8>>>>><>>>>>: � ~22m�� nQ3D(x; y) + bUn(x; y) nQ3D(x; y) = (E � Ezn) nQ3D(x; y) dans !0; n3D(x; y) = 0 sur F;ave les onditions d'onde entrantes sur les j; (j = 1; : : : ; N): (3.8)
Sur les frontières guides d'onde-zone ative j, le potentiel bidimensionnel bUn dépenduniquement de la diretion transverse �j du guide j (déoule diretement du fait que Upossède la même propriété). Le problème (3.8) peut, par onséquent, s'interpréter ommele problème modèle dé�ni en (2.6) pour un as bidimensionnel. Les solutions du problèmetridimensionnel peuvent s'érire d'après (3.4) de la façon suivante :	Q3D(x) = 1Xn=1  nQ3D(x; y)�n(z): (3.9)3.2.2 Desription détaillée du modèle quasi-3DDans ette setion, nous proposons de présenter les di�érentes étapes de alul desfontions d'onde quasi-3D à partir du potentiel életrostatique V , lesquelles seront nées-saires à la résolution de la densité életronique n[V ℄. La desription des onditions auxbords sur le potentiel életrostatique, solution de l'équation de Poisson, sera présentéeultérieurement dans la suite de l'exposé.Calul du potentiel U1On dé�nit l'énergie potentielle parU(x) = �qV (x) + E(z); (3.10)ave E(z) l'énergie potentielle liée au bas des bandes de ondution des diverses ouhessemi-ondutries (E est don une fontion onstante par moreaux sur z). Nous dé�nis-sons la densité surfaique parns[V ℄(x; y) = Z Lz0 n[V ℄(x) dz: (3.11)Dans le but d'obtenir un potentiel U1 dépendant uniquement de z quel que soit x ouy, nous hoisissons alors d'approximer le potentiel U1 par la moyenne du potentiel Upondérée à l'aide de la densité surfaique des életrons sur le domaine !0U1[V ℄(z) = Z!0 U(x)ns[V ℄(x; y) dxdyZ!0 ns[V ℄(x; y) dxdy : (3.12)



66 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAsNous savons que le domaine !0 est omposé d'une zone où sont onentrés les életronset d'une zone privée d'életrons qui se situe prinipalement sous les grilles. Contrairementà la zone �vue� par les életrons (onstituée des guides d'onde et du milieu de la zoneative), dans la zone désertée par les életrons, la densité életronique surfaique (inté-grale de la densité dans la diretion vertiale) est nulle puisque le pro�l du potentiel Udans la diretion z ne présente pas de puits de potentiel au niveau de l'hétérojontionAlGaAs/GaAs. La �gure 3.7 présente deux types de pro�ls de potentiel et de densitépossibles dans la diretion z à x; y �xée. Lorsque nous e�etuons la moyenne sur x; y dupotentiel U , les pro�ls de potentiel sur z dans lesquels auun életron n'est on�né, nedoivent pas être pris en ompte, puisque le potentiel U1 est un potentiel qui doit être �vu�par les életrons. Nous hoisissons alors de pondérer ette moyenne sur !0 par la densitésurfaique ns.
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Figure 3.7: Présentation de deux types de pro�l de potentiel U et de densité n possibles dansla diretion z à x; y �xée. Le pro�l de potentiel dans une zone �vue� par les életrons (à gauhe)présente un puits de potentiel au niveau de l'hétérojontion AlGaAs/GaAs dans lequel les éle-trons sont on�nés. A l'inverse, le pro�l de potentiel dans la zone désertée par les életrons (sousles grilles) implique une densité életronique nulle.



3.2 Le modèle quantique quasi-3D 67Remarque: le potentiel U1 dépend du potentiel életrostatique total V . Les fontionsd'onde vertiales �n(z) assoiées aux valeurs propre Ezn, dépendent alors aussi du poten-tiel életrostatique V .Une fois le potentiel U1(z) déterminé, nous pouvons aluler les fontions propres verti-ales �n(z) assoiées aux valeurs propres Ezn à l'aide de (3.5).Remarque: un exemple d'un pro�l de potentiel vertial U1 est donné sur la �gure 3.8. Lespremiers niveaux d'énergie se situent à proximité de l'interfae du AlGaAs et du GaAs. Sinous supposons que les niveaux des potentiels himiques des réservoirs se situent dans lepuits de potentiel, de telle sorte que seul le premier niveau d'énergie de la fontion d'onde�1(z) soit oupé, alors tous les életrons sont on�nés dans le puits et le le transportéletronique est dit bidimensionnel.
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φ2 Figure 3.8: Pro�l du potentiel ver-tial U1 et représentation de l'al-lure des deux premières fontionspropres vertiales. Chaune des fon-tions propres vertiales a pour basela valeur de l'énergie propre qui luiest assoiée.
Conditions aux bords pour l'équation de Shrödinger 2DNous obtenons ave (3.7) et (3.12), les divers potentiels bUn(x; y) qui dé�nissent lesgéométries bidimensionnelles dans lesquelles vont se mouvoir les életrons. La �gure 3.9illustre le plan du gaz d'életrons pour un pro�l de potentiel bUn on�né en z = zn.Remarque: pour haque état �n, la hauteur de on�nement zn du gaz d'életrons peutêtre déterminée de manière plus préise que la limite du plan d'interfae des deux hétéro-strutures AlGaAs et GaAs. En e�et, la hauteur zn peut être dé�nie omme la moyennesur l'étendue spatiale de la fontion d'onde �n(z) norméezn = Z Lz0 zj�n(z)j2 dz: (3.13)



68 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAs
Figure 3.9: Le potentiel de stru-ture peut se déomposer en un po-tentiel U1 dépendant de z et en unpotentiel bUn dépendant du mode ver-tial n et de x; y au plan d'interfaez = zn. xz
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Nous sommes maintenant en mesure de aluler les fontions d'onde  nQ3D(x; y) solu-tions de l'équation de Shrödinger 2D (3.8). On note bU jn(�j), le potentiel transverse surj (limite guide d'onde-zone ative). Par onséquent, les fontions d'onde  nQ3D sont aussisolutions du problème modèle pour un as bidimensionnel. On dé�nit b�jp;n et bEjp;n res-petivement les fontions propres à valeurs dans R, et les valeurs propres réelles qui sontsolutions de l'équation Shrödinger transverse sur j suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:
� ~22m� d2d�2j b�jp;n(�j) + bU jn(�j)b�jp;n(�j) = bEjp;nb�jp;n(�j) dans j;b�jp;n(�j) = 0 sur �j;Z�j b�jp;nb�jp0;n d�j = Æp;p0; (3.14)

où fb�jp;ngp2N� forme une base orthonormée de L2(�j). La fontion d'onde bidimensionnelledans le guide j a alors pour expression nQ3D(�j; �j) = P jnXp=1(ajp;ne�ikjp;n�j + bjp;neikjp;n�j )b�jp;n(�j)+ 1Xp=P jn+1(bjp;ne�kjp;n�j )b�jp;n(�j); (3.15)ave :� kjp;n(E), le nombre d'ondekjp;n(E) =r2m�~2 jE � Ezn � bEjp;nj: (3.16)



3.2 Le modèle quantique quasi-3D 69� P jn(E), le nombre de modes transverses propagatifsP jn(E) = supp fp � 1; (E � Ezn) > bEjp;ng: (3.17)� ajp;n, l'amplitude de l'onde inidente du guide j pour le mode transverse p et le modevertial n (onnue).� bjp;n, l'amplitude de l'onde ré�éhie-transmise ou le oe�ient de l'onde évanesente,du guide j, du mode transverse p et du mode vertial n.En appliquant la méthode QTBM, dé�nie dans l'étude du problème modèle, nous obtenonsles onditions aux bords d'ondes entrantes sur les j suivantes :��j nQ3D jj = P jn(E)Xp=1 ikjp;n(E)(�2ajp;n +  jp;n)b�jp;n(�j)� 1Xp=P jn(E)+1 kjp;n(E) jp;nb�jp;n(�j);(3.18)où  jp;n est un oe�ient dé�ni par jp;n = Z�j  nQ3Db�jp;n d�j:Remarque: dans le as où (E � Ezn) < bEmin = infp;j bEjp;n , le transport életroniquen'est plus autorisé et il n'y a plus de somme sur les modes propagatifs dans (3.15) et(3.18). Notons que la ondition (E � Ez1) > 0 est une ondition néessaire au transportbidimensionnel d'életrons.Par analogie ave l'étude du problème modèle, nous pouvons érire sous forme variation-nelle le problème (3.8) et (3.18). L'existene et l'uniité de la solution sont alors assuréesà l'aide du théorème 2.1.Calul de la densité életroniqueConsidérons une onde injetée dans le mode vertial n0, le guide j0, le mode transversep0 et possédant une impulsion k, et notons alors  n0j0;p0;k(x; y), la fontion d'onde solutionde l'équation de Shrödinger 2D (3.8) munie des onditions aux bord entrantes (3.18) oùl'on pose ajp;n = Æj;j0Æp;p0Æn;n0; (3.19)et �n0(z), la fontion propre vertiale assoiée à la valeur propre Ezn0 , solution de l'équa-tion de Shrödinger 1D (3.5). D'après l'expression du nombre d'onde (3.16), nous pouvonsérire la relation de dispersionE(j0; p0; n0; k) = Ezn0 + bEj0p0;n0 + ~2k22m� : (3.20)



70 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAsNous dé�nissons la densité életronique omme un mélange statistique d'état  n0j0;p0;k�n0.On obtient alors n[V ℄(x) = 1Xn0=1 j�n0(z)j2 nn02D(x; y); (3.21)où nn02D est dé�ni omme la densité du gaz d'életrons bidimensionnel portée par le modevertial n0nn02D(x; y) = 2 NXj0=1 1Xp0=1 Z 10 j n0j0;p0;k(x; y)j2 fFD�E(j0; p0; n0; k)� �j0� dk2� : (3.22)La densité surfaique dé�nie en (3.11) peut enore s'érirens[V ℄(x; y) = 1Xn0=1nn02D(x; y): (3.23)En résumé, la densité életronique et le potentiel életrostatique seront obtenus à tra-vers la résolution d'un système non-linéaire ouplé Shrödinger 1D/Shrödinger 2D/Poisson3D. Le tableau (3.1) dresse un réapitulatif du système non-linéaire ouplé assoié au mo-dèle quantique quasi-3D.3.2.3 Conditions aux bords sur le potentielLa densité de harge d'espae � s'érit en tenant ompte de la présene des donneursionisés N+D dans la ouhe AlGaAs dopée uniformément, et de la densité des életrons ndans la struture. On obtient alors dans 
0�(x) = q(N+D(z)� n(x)): (3.24)Le potentiel életrostatique V présent dans le dispositif est solution de l'équation dePoisson dé�nie dans la présentation du problème modèle en (2.2)�r��r(z)rV (x)� = �(x)�0 dans 
0; (3.25)où �r(z) représente la onstante diéletrique relative aux di�érentes natures des ouhessemi-ondutries dans la diretion z.Dans notre étude, les onditions aux bords pour le potentiel életrostatique sur lesbords �
0 que nous utilisons sont :� des onditions de Neumann homogènes nulles sur la limite du substrat en �B (z = 0).En e�et, loin des grilles en surfae, le hamp életrique est supposé nul (onditionde neutralité életrique).
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Calul de à l'aide de on a besoin deU(x) U(x) = �qV (x) +E(z) V (x)ns(x; y) ns(x; y) = Z Lz0 n(x) dz n(x)
U1(z) U1(z) = Z!0 U(x)ns(x; y) dxdyZ!0 ns[V ℄(x; y) dxdy U(x) et ns(x; y)

f�n(z)g, fEzng Equation de Shrödinger 1D fermée sur ℄0; Lz [ U1(z)fbUn(x; y)g bUn(x; y) = Z Lz0 �U(x) � U1(z)�j�n(z)j2 dz f�n(z)g, U1(z) et U(x)f nQ3D(x; y)g Equation de Shrödinger 2D ouverte sur !0 fbUn(x; y)g, fEzngn(x) Expression (3.21) et (3.22) f nQ3D(x; y)g, f�n(z)gV (x) Equation de Poisson (+ C.B. à dé�nir) n(x)Tableau 3.1: Réapitulatif du système non-linéaire ouplé relatif au modèle quasi-3D.



72 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAs� des onditions de Dirihlet sur la surfae du omposant en �T (z = Lz). Le potentielà la surfae est supposé être arohé à la valeur �xe VS = �0:7V [33℄. De plus, nousajouterons au potentiel de surfae et uniquement dans les zones �TG se situant sousles grilles Shottky, le potentiel appliqué sur es grilles, à savoir VG.Remarque: il existe d'autres manières de onsidérer les onditions aux bords surles surfaes dites exposées (zones sans les grilles) : itons par exemple des modèlesfaisant apparaître des harges �xes en surfaes ou la prise en ompte d'un domainediéletrique sur le semi-onduteur. Tous es modèles omparés dans le as du �lquantique dans [24℄ donnent des résultats qui sont très prohes les uns des autres.Dans notre étude, nous avons fait le hoix de l'approhe simpli�ée des onditionsaux bords de Dirihlet.� des onditions de Neumann partout ailleurs à ause de l'invariane par translationdu potentiel en es limites. Rappelons que sur les frontières guides d'onde-zone ative�j (j = 1; : : : ; N) le système est supposé se trouver dans un état de quasi-équilibreet que le potentiel ne dépend pas de la omposante longitudinale des guides d'onde.Remarque: dans le as où le dispositif possède des guides symétriques deux àdeux (omme dans le as du stub ou du oupleur quantique pour les guides 1; 2et 3; 4), nous pourrions aussi utiliser des onditions aux bords de type périodiquesur les frontières guides d'onde-zone ative �j. Une autre manière de proéder se-rait de onsidérer des onditions aux bord de Dirihlet qui dérivent de l'hypothèsede quasi-équilibre sur es frontières. Dans e as, nous devrions aussi tenir omptede la déomposition du potentiel (3.3). Nous serions alors en mesure d'obtenir desonditions sur les bords �j = j�℄0; Lz[ à l'aide d'un modèle spéi�que quasi-2Dsur es bords. Ce modèle n'a pas été développé dans le adre de ette thèse. Parailleurs, une tension de polarisation vj appliquée dans le guide j, apparaît de ma-nière expliite dans les onditions aux bords du potentiel sur �j quand elles-i sontdu type périodique ou Dirihlet. Elle est impliite dans le as où nous hoisissons desonditions de type Neumann. En e�et, dans notre modèle, la tension de polarisationn'apparaît que dans l'expression du quasi-niveau de Fermi néessaire au alul dela densité életronique.En résumé, les onditions aux bords du potentiel életrostatique sont dé�nies par8>>>>>>>><>>>>>>>>:
(rV:n) = 0 sur �j (j = 1; : : : ; N);(rV:n) = 0 sur �F et �B;V (x) = VS sur �T0 ;V (x) = VS + VG sur �TG; (3.26)

ave n normale extérieure au domaine 
0.



3.2 Le modèle quantique quasi-3D 73Remarque: par analogie ave les onditions aux bords pour le potentiel dé�nies en (2.4)dans le adre du problème modèle, nous pouvons onstater que�0N = �F [ �B et �0D = �T:
3.2.4 Calul du ourant et de la ondutaneNous voulons dé�nir l'expression du ourant et de la ondutane pour un potentieléletrostatique donné. Remarquons que dans le as du modèle de transport 3D, les ex-pressions des oe�ients de transmission, de l'intensité et de la ondutane établies auhapitre 2 du problème modèle restent inhangées.Dans le as du modèle de transport quasi-3D, la fontion d'onde dans le guide j peuts'érire d'après (3.9) 	Q3D(�j; �j; z) = 1Xn=1  nQ3D(�j; �j)�n(z); (3.27)où  nQ3D(�j; �j) a été dé�ni en (3.15). On pourra alors véri�er que tous les résultats relatifsaux oe�ients de transmission, de ré�exion, aux aluls d'intensité et de ondutane,obtenus dans le hapitre 2 dans la desription du transport quantique életronique duproblème modèle, restent inhangés sous les onditions suivantes :� les indies m0 du mode transverse d'injetion dans le as multidimensionnel du pro-blème modèle sont alors remplaés par les indies p0; n0 relatifs à une onde injetéedans le mode transverse p0 et le mode vertial n0.� les indies m sont aussi remplaés par les indies p; n et les sommations sur lesmodes propagatifs m deviennent MjXm=1 ! 1Xn=1 P jnXp=1 :� les fontions d'onde transverses �jm assoiées aux valeurs propres Ejm, sont rempla-ées par les fontions propres transverses b�jp;n assoiées aux valeurs propres bEjp;n.Remarque: dans le as partiulier où seul le mode vertial n = n0 peut être oupé, onobtient 	Q3D(�j; �j; z) =  n0Q3D(�j; �j)�n0(z):Dans e as, nous ne tiendrons plus ompte de l'indie n. Les indies m0 et m des modestransverses dans le as multidimensionnel du problème modèle sont alors remplaés res-petivement par les indies p0 et p, et M j par P jn0 .



74 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAs3.3 Etude sur les ordres d'approximation dans un adresimpli�éLa dérivation du modèle quasi-3D à partir du modèle 3D suppose que le potentiel u(x)est une fontion lentement variable dans la diretion z à l'éhelle des fontions propresvertiales �n(z). Il serait aussi possible de dériver un modèle de transport plus simpli�éque le modèle quasi-3D en posant tout naturellement u = 0. Dans e as, on note  n0 lesfontions d'onde solutions de l'équation de Shrödinger 2D suivante :8>>>>><>>>>>: � ~22m�� n0 (x; y) + U2(x; y) n0 (x; y) = (E � Ezn) n0 (x; y) dans !0; n0 (x; y) = 0 sur F;ave les onditions d'onde entrantes sur les j; (j = 1; : : : ; N): (3.28)Dans le as du modèle u = 0, le potentiel bidimensionnel U2 est indépendant du mode ver-tial n. Sur les frontières guide d'onde-zone ative j, le potentiel U2 dépend uniquementde la diretion transverse �j du guide j (e qui déoule diretement du fait que U possèdela même propriété). Le problème (3.28) peut, par onséquent, enore s'interpréter ommele problème modèle dé�ni en (2.6) pour un as bidimensionnel. L'existene et l'uniitéde la solution sont alors assurées à l'aide du théorème 2.1 et les solutions du problèmetridimensionnel peuvent s'érire	0(x) = 1Xn=1  n0 (x; y)�n(z): (3.29)Remarque:� à la limite u ! 0, on note bUn(x; y) ! U2(x; y) 8n, e qui implique que la fontiond'onde  n0 (i.e. 	0) est la limite quand u! 0 de la fontion d'onde  nQ3D (i.e. 	Q3D).� ontrairement au modèle u = 0, dans le modèle quasi-3D, le potentiel bidimensionneldépend du mode vertial n.� soit e�jp, eEjp et �jm, Ejm, les fontions propres et les valeurs propres qui sont res-petivement solutions de l'équation Shrödinger 1D transverse sur j assoiée aumodèle u = 0, et solutions de l'équation Shrödinger 2D transverse sur �j assoiéeau modèle 3D (par ailleurs, on avait noté b�jp, bEjp les fontions propres et les valeurspropres qui sont respetivement solutions de l'équation Shrödinger 1D transversesur j assoiée au modèle quasi-3D). On peut alors érire�jm(�j; z) = e�jp(�j)�n(z) et Ejm = eEjp + Ezn;où l'indie m représente l'indie du mode transverse sur �j (domaine bidimension-nel), l'indie p représente l'indie du mode transverse sur j (domaine unidimen-sionnel), et l'indie n représente l'indie du mode vertial dans la diretion z.



3.3 Etude sur les ordres d'approximation dans un adre simpli�é 75Dans ette setion, nous proposons d'étudier l'ordre d'approximation des modèles ditsdérivés en fontion du modèle 3D pour un potentiel U quelonque (non auto-ohérent) etdans un adre simpli�é. En e�et, a�n de failiter notre étude mathématique, nous sup-poserons que, pour tous les modèles, le potentiel u est nul dans les guides (don sur lesbords �j, 1 � j � N). Nous obtenons alors les onditions d'onde entrantes sur les bordsj, 1 � j � N , du modèle u = 0, que nous appliquerons à tous les modèles d'étude.3.3.1 Approximations sur les fontions d'ondeDans la setion préédente, nous avons onstaté que  n0 ,  n3D et  nQ3D, véri�ent la mêmeéquation (3.6) à des termes d'ordre 1 en u près. Par onséquent, si u est un potentiel petit,tel que jjujj << 1; (3.30)nous pouvons alors montrer que  n0 ,  n3D et  nQ3D, sont égaux entre eux au premier ordreen jjujj. Dans e as, on obtient  n0 =  n3D +O(jjujj); (3.31a) nQ3D =  n3D +O(jjujj): (3.31b)
Proposition 3.1 Soit une onde injetée sur un unique mode vertial n0, un guide j0, unmode transverse p0 ave une énergie E, telle queE(j0; p0; n0; k) = Ezn0 + eEj0p0;n0 + ~2k22m� ; (3.32)on obtient alors formellement les relations suivantes : n3D = O(jjujj); n 6= n0; (3.33a) n00 =  n03D +O(jjujj); (3.33b) n0Q3D =  n03D +O(jjujj2): (3.33)Preuve: on note  n00 (x; y) et  n0Q3D(x; y) respetivement, les solutions uniques des pro-blèmes bidimensionnels (3.28) et (3.8) (es équations sont similaires à une équation deShrödinger du problème modèle dans le as 2D). Les problèmes tridimensionnels quisont dé�nis dans 
0, pour le modèle u = 0 et le modèle quasi-3D, admettent aussi dessolutions uniques puisque es équations sont similaires à une équation de Shrödinger duproblème modèle dans le as 3D. On peut alors véri�er que les fontions  n00 (x; y)�n0(z) et n0Q3D(x; y)�n0(z), sont respetivement solutions de es deux problèmes tridimensionnels



76 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAset par onséquent, elles en sont aussi des solutions uniques. D'après (3.29) et (3.9), onpeut érire 	0(x) =  n00 (x; y)�n0(z) + Xn6=n0  n0 (x; y)�n(z);et 	Q3D(x) =  n0Q3D(x; y)�n0(z) + Xn6=n0  nQ3D(x; y)�n(z);Par onséquent  n0 = 0; n 6= n0; (3.34a) nQ3D = 0; n 6= n0: (3.34b)En d'autres termes, les fontions 	0 et 	Q3D sont �portées� uniquement par le modevertial n0. Ce qui n'est pas le as de 	3D puisque l'équation bidimensionnelle (3.6) sur n3D relative au modèle 3D, omporte des termes extra-diagonaux pour n 6= n0. A l'aidedes relations (3.31), on trouve �nalement que n3D = O(jjujj); n 6= n0:On herhe maintenant à obtenir l'ordre d'approximation en jjujj des fontions  n00 et  n0Q3Den fontion de  n03D. Si l'on soustraie les équations de Shrödinger bidimensionnelles (3.28)et (3.8) à (3.6), on obtient respetivement les équations (rappelons que les onditions auxbords sont supposées homogènes)� ~22m��h1 + U2h1 � (E � Ezn0)h1 = �Xn0  n03D� Z Lz0 �n0(z)u(x)�n0(z) dz�; (3.35a)� ~22m��h2 + bUn0h2 � (E � Ezn0)h2 = � Xn0 6=n0  n03D� Z Lz0 �n0(z)u(x)�n0(z) dz�; (3.35b)où l'on a posé h1 =  n03D �  n00 ; (3.36a)h2 =  n03D �  n0Q3D: (3.36b)Pour n0 6= n0, dans le seond terme des expressions (3.35a) et (3.35b), nous obtenonsd'après (3.33a) des termes du seond ordre en jjujj. Des termes du premier ordre en jjujjapparaissent aussi pour n0 = n0 uniquement dans le seond terme de l'expression (3.35a).Cei implique que h1 est du premièr ordre en jjujj, et que h2 est du seond ordre en jjujj ;ave (3.36a) et (3.36b) on obtient n00 =  n03D +O(jjujj) et  n0Q3D =  n03D +O(jjujj2): �



3.3 Etude sur les ordres d'approximation dans un adre simpli�é 773.3.2 Approximations sur la densité et sur le ourantD'une manière générale, pour tous les modèles, la densité életronique peut être dé�nied'après (2.5) omme une somme sur toutes les on�gurations d'état d'énergie E. On notealors n(x) = 2 1Xn0=1 NXj0=1 1Xp0=1Z 10 j	j0;p0;n0;k(x)j2 fFD�E(j0; p0; n0; k)� �j0� dk2� ; (3.37)où quel que soit le modèle, 	j0;p0;n0;k(x) est la fontion d'onde assoiée à une énergie Edé�nie en (3.32). A�n de simpli�er les notations, on ériran � j	(x)j2: (3.38)Remarque: plus généralement, nous introduisons la notation suivante :a � S; (3.39)a�n de simpli�er l'expressiona(x) = 2 1Xn0=1 NXj0=1 1Xm0=1 Z 10 Sj0;p0;n0;k(x)fFD�E(j0; p0; n0; k)� �j0� dk2� : (3.40)Nous obtenons alors ave (3.4)n � 1Xn=1 j n(x; y)j2j�n(z)j2 + 2Re�Xn Xn0>n n(x; y) n0(x; y)�n(z)�n0(z)�; (3.41)oùRefag représente la partie imaginaire de a. La densité surfaique a été dé�nie en (3.11).Comme f�ngn2N� forme une base orthonormée de L2(℄0; Lz[), nous obtenons alorsns(x; y) = ns(x; y) = Z Lz0 n(x) dz � 1Xn=1 j n(x; y)j2: (3.42)Proposition 3.2 Les densités életroniques pour les di�érents modèles, le modèle 3D, lemodèle u = 0 et le modèle quasi-3D, peuvent s'érivent respetivementn3D � j	3Dj2; n0 � j	0j2; et nQ3D � j	Q3Dj2 (3.43)En utilisant les résultats de la proposition 3.1, nous obtenons alors formellement les rela-tions suivantes : n0 = n3D +O(jjujj); (3.44a)nQ3D = n3D +O(jjujj); (3.44b)



78 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAset ns0 = ns3D +O(jjujj); (3.45a)nsQ3D = ns3D +O(jjujj2): (3.45b)Preuve: les densités életroniques des di�érents modèles peuvent s'érire à l'aide de (3.41)et (3.34)n3D � j n03Dj2j�n0j2 + Xn0 6=n0 j n03Dj2j�n0j2 + 2Re�Xn Xn0>n n3D n03D�n�n0�; (3.46a)nQ3D � j n0Q3Dj2j�n0j2; (3.46b)n0 � j n00 j2j�n0j2: (3.46)En remplaçant les fontions  n3D dans (3.46a) par les expressions (3.33a) et (3.33b), ontrouve n0 = n3D +O(jjujj):En remplaçant les expressions (3.33a) et (3.33) dans (3.46a), des termes du premier ordreen jjujj apparaissent inévitablement dans le terme d'interférene (terme partie réelle) pourn = n0 ou n0 = n0. On obtient �nalement toujours des termes du premier ordre pour ladensité nQ3D = n3D +O(jjujj):Pour les densités surfaiques, nous avons d'après (3.42)ns3D � j n03Dj2 + Xn0 6=n0 j n03Dj2; (3.47a)nsQ3D � j n0Q3Dj2; (3.47b)ns0 � j n00 j2: (3.47)Comme préédemment, si l'on remplae la fontion  n3D par les expressions (3.33a) et(3.33b), puis (3.33a) et (3.33), on trouve respetivementns0 = ns3D +O(jjujj) et nsQ3D = ns3D +O(jjujj2):� D'une manière générale pour tous les modèles, l'intensité dans les guides j peut s'érireà l'aide des résultats (2.42), (2.43) et (2.44) établis dans le hapitre 2. A l'aide des notationsintroduites dans (3.39) et (3.40), on obtient alorsIj � Z�j Im(	(x) �	(x)��j �����j) d�j: (3.48)



3.3 Etude sur les ordres d'approximation dans un adre simpli�é 79Notons que dans notre asZ�j Im(	(x) �	(x)��j �����j) d�j = Z LZ0 Zj Im(	(x) �	(x)��j �����j) d�jdz: (3.49)De plus, on obtient à l'aide de (3.4)	(x) = 1Xn=1  n(x; y)�n(z); (3.50)et puisque la oordonnée loale �j du guide j (oordonnée longitudinale du guide) appar-tient au domaine bidimensionnel !0�	(x)��j �����j = 1Xn=1 � n(x; y)��j ����j �n(z): (3.51)Par onséquent, ave (3.49), (3.50) et (3.51), on obtient (puisque f�ngn2N� forme une baseorthonormée de L2(℄0; Lz[))Ij � 1Xn=1 Zj Im( n(x; y) � n(x; y)��j ����j) d�j: (3.52)Proposition 3.3 Formellement, les ordres d'approximation sur les intensités dans lesguides j (j = 1; : : : ; N) pour les deux modèles dérivés, le modèle u = 0 et le modèlequasi-3D, sont respetivement donnés parIj0 = Ij3D +O(jjujj); (3.53a)IjQ3D = Ij3D +O(jjujj2): (3.53b)Preuve: les intensités dans les guides peuvent s'érire pour les di�érents modèles à l'aidede (3.52) et (3.34) Ij3D � Zj Im( n03D(x; y) � n03D(x; y)��j ����j) d�j+ Xn0 6=n0 Zj Im( n03D(x; y) � n03D(x; y)��j ����j) d�j; (3.54a)IjQ3D � Zj Im( n0Q3D(x; y) � n0Q3D(x; y)��j ����j) d�j; (3.54b)Ij0 � Zj Im( n00 (x; y) � n00 (x; y)��j ����j) d�j: (3.54)



80 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAsEn remplaçant les fontions  n3D dans (3.54a) par les expressions (3.33a) et (3.33b), ontrouve Ij0 = Ij3D +O(jjujj):En remplaçant les expressions (3.33a) et (3.33) dans (3.54a), seuls des termes du seondordre en jjujj apparaissent et on obtient �nalementIjQ3D = Ij3D +O(jjujj2): �3.3.3 CommentairesLes résultats des propositions 3.1, 3.2 et 3.3, ainsi que les résultats (3.31), obtenusà la ondition (3.30) que le potentiel u soit petit, restent valables à la ondition que lepotentiel u soit uniquement petit à l'éhelle des fontions propres �n(z). En e�et, nouspouvons montrer que la ondition selon laquelle le potentiel u est petit partout n'est plusnéessaire : 'est le terme (R Lz0 �n0(z)u(x)�n(z) dz) qui doit être petit, ar le potentiel upeut être grand dans les régions ne se situant pas au voisinage du gaz d'életrons. Préisonsmaintenant que es résultats peuvent aussi être obtenus uniquement ave la ondition quele potentiel u soit lentement variable dans la diretion z au voisinage du gaz d'életrons(hypothèse 3.1 qui nous a permis de dé�nir le modèle quasi-3D). Le potentiel u peut alorsse déomposer arbitrairement ommeu(x; y; z) = u(x; y; z0) + bu(x; y; z); (3.55)z0 étant une estimation de l'endroit où se situe le plan du gaz d'életrons, et par onsé-quent bu un potentiel petit à l'éhelle des fontions propres �n(z) tel que bu soit nul en z0. Al'aide de la déomposition (3.55) que l'on applique aux équations (3.35a) et (3.35b), noustrouvons alors que le potentiel bidimensionnel u(x; y; z0) peut s'ajouter respetivementaux potentiels U2 et bU . Il reste alors un potentiel bu petit, à l'éhelle des fontions propres�n(z), qui se substitue à u dans les expressions et pour lequel nous avons préisé plushaut que tous les résultats qui déoulent de la ondition que u soit petit, restent valables.En résumé, les résultats de la proposition 3.2 nous montrent que l'ordre d'approxima-tion sur la densité életronique pour les deux modèles dérivés du modèle 3D est le même.Comme le gaz d'életrons est prinipalement un gaz bidimensionnel, nous avons aussiétudié l'ordre d'approximation de la densité surfaique. Celle-i nous a permis d'obtenirave le modèle quasi-3D un ordre d'approximation supérieur au simple modèle u = 0.Les résultats de la proposition 3.3 nous montrent aussi que l'ordre d'approximation surl'intensité pour haun des guides est plus élevé quand on onsidère le modèle quasi-3Dpar rapport au modèle u = 0. En onséquene, l'étude des ordres d'approximation desmodèles dérivés par rapport au modèle 3D dans un adre simpli�é, et pour un poten-tiel quelonque donné, nous montre que le hoix du modèle quasi-3D pour le alul desfontions d'onde est préférable a elui du modèle u = 0.



3.4 Réapitulatif 813.4 RéapitulatifDans ette setion, nous faisons l'inventaire des di�érents modèles que nous allonsutiliser pour le alul de la densité n[V ℄. Nous distinguerons alors les di�érents systèmesnon-linéaires ouplés du type8<: �r��r(z)rV (x)�+ q�0n[V ℄(x) = q�0N+D(x) dans 
0;ave les onditions aux bords (3.26); (3.56)lesquels seront résolus numériquement dans le hapitre 4.1. Le modèle quantique 3DEtudier le modèle de transport quantique 3D revient à appliquer le problème modèledé�ni au hapitre 2 de la première partie, pour un as tridimensionnel. La densitééletronique est alors une fontionnelle de V non loale en x. L'expression de ladensité a été dé�nie en (2.28) parn[V ℄(x) = 2 NXj0=1 1Xm0=1 Z 10 j	j0;m0;k j2fFD�E(j0; m0; k)� �j0� dk2�E(j0; m0; k) = Ej0m0 + ~2k22m� : (3.57)où les fontions d'onde, 	j0;m0;k, sont solutions de l'équation de Shrödinger 3D dans
0, que nous avions dé�ni dans le adre du problème modèle en (2.6). Finalement,rappelons que le théorème 2.3 assure l'existene des solutions du système Shrödin-ger/Poisson.En e qui onerne les onditions aux bords sur le potentiel (3.26), on peut noterque, dans le as du modèle 3D (ontrairement au as du modèle quasi-3D), nousavons aussi développé un modèle de quasi-équilibre 2D sur les bords �j. Nous ob-tenons alors des onditions aux bords de type Dirihlet sur le potentiel, où nousnoterons Vj le potentiel sur le bord �j. Ces onditions de quasi-équilibre sur lesbords assoiées au modèle 3D sont présentées en annexe A.2. Le modèle semi-lassique 3DAu hapitre 2, nous avons aussi dé�ni l'approhe semi-lassique du alul de la den-sité via l'approximation de Thomas-Fermi à l'équilibre en (2.30). Dans es ondi-tions, la densité életronique est une fontionnelle de V loale en x, et dans le astridimensionnel, on obtientn[V (x)℄ = p2�2 �m��~2� 32 F1=2����� U(x)��; (3.58)où F1=2(�f ) est l'intégrale de Fermi-Dira telle queF1=2(�f ) = Z 10 � 121 + exp(� � �f ) d�: (3.59)



82 Chapitre 3. Un modèle de transport quantique pour les dispositifs AlGaAs/GaAsRappelons que le théorème 2.2 assure l'existene et l'uniité des solutions du sys-tème Thomas-Fermi/Poisson.3. Le modèle quantique quasi-3DDans le as du modèle quantique quasi-3D, la fontionnelle densité est dé�nie en(3.21) et (3.22). L'analyse mathématique de e problème n'ayant pas été traité dansle adre de ette thèse, rappelons toutefois que le modèle quasi-3D s'avère être une�bonne� approximation du modèle quantique 3D dans un adre simpli�é (voir étudesur les ordres d'approximation).4. Le modèle hybride quasi-3DOn peut hoisir d'e�etuer le alul de la densité bidimensionnelle en (3.21) par uneapprohe semi-lassique de type Thomas-Fermi. Par analogie ave le alul de ladensité semi-lassique tridimensionnelle dé�nie dans le adre du problème modèle,on peut érire ave (2.30) la densité semi-lassique du gaz d'életrons bidimensionnelà l'équilibre nn02D(x; y) = 2 ZR2 fFD�E(bUn0;k)� �� dk(2�)2 ; (3.60)ave l'hypothèse E � Ezn0 = ~2k22m� + bUn0(x; y): (3.61)En utilisant les oordonnées polaires sur (3.60) et l'équation de dispersion (3.61),on trouve �nalementnn02D(x; y) = m��~2� lnn1 + exp ��(�� Ezn0 � bUn0)�o: (3.62)Ce modèle, dit hybride, est alors dé�ni par le système non-linéaire ouplé Shrödin-ger 1D / Thomas-Fermi 2D / Poisson à l'équilibre (les potentiels himiques de tousles réservoirs étant égaux à �).Remarque: ontrairement au modèle semi-lassique Thomas-Fermi 3D dé�ni en(3.58), le modèle hybride prend en ompte les e�ets quantiques de on�nementsuivant z. On espère ainsi obtenir une meilleure approximation pour le pro�l depotentiel dans la nanostruture. Ce potentiel pourra être utilisé omme potentiel dedépart dans la résolution auto-ohérente du modèle de transport quantique quasi-3D(à l'équilibre). Par onséquent, l'analyse mathématique de e problème uniquementdestiné à initialiser l'approhe quantique, n'a pas été traitée dans le adre de ettethèse. Par ailleurs, loin de la zone ative ('est à dire loin du lieu où peuvent appa-raître les interférenes quantiques), nous nous attendons à obtenir dans les guidesd'onde, et à l'extrémité de la géométrie d'étude, un potentiel et une densité életro-nique du même ordre de grandeur pour les deux modèles hybride et quantique. A ladi�érene près qu'il existe une quanti�ation en énergie dans la diretion transversedes guides dans le as quantique.



3.4 Réapitulatif 83Le tableau (3.4) dresse un réapitulatif des systèmes non-linéaires ouplés assoiés auxdi�érents modèles physiques présentés.Modèle 3D Modèle quasi-3D�j = � Semi-lassique Hybride(à l'équilibre) Thomas-Fermi 3DPoisson 3D Shrödinger 1DThomas-Fermi 2DPoisson 3D�j = �� qvj Quantique Quantique(hors équilibre) Shrödinger 3DPoisson 3D Shrödinger 1DShrödinger 2DPoisson 3DTableau 3.2: Réapitulatif des systèmes non-linéaires ouplés relatifs aux di�érents modèlesphysiques.
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86 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs4.1 Les di�érentes équations à résoudreDans ette setion, nous allons montrer qu'il existe seulement trois types d'équationsqui interviennent dans la résolution des systèmes ouplés. Nous établirons les formulationsvariationnelles de es équations et nous montrerons l'uniité des solutions. Nous e�etue-rons ensuite la disrétisation de es problèmes types sur di�érents domaines d'étude àl'aide de la méthode des éléments �nis [32, 76℄. Rappelons que les domaines d'étude ou-verts bidimensionnels et tridimensionnels sont notés respetivement !0 et 
0. On éritalors la relation 
0 = !0�℄0; Lz[, où le domaine d'étude suivant z, ℄0; Lz[, est un ouvertborné. Les bords �j représentent les frontières bidimensionnelles des guides d'onde j, etj leur trae sur le domaine !0. On obtient alors la relation �j = j�℄0; Lz[.4.1.1 Rappel des équationsNous allons maintenant e�etuer l'inventaire de toutes les équations introduites dansles di�érents modèles. Nous pouvons les séparer en trois atégories : l'équation de Shrö-dinger ouverte, l'équation elliptique sur le potentiel et l'équation de Shrödinger auxvaleurs propres.Equation de Shrödinger ouverteNous e�etuons la résolution d'une équation de Shrödinger munie de onditions auxbords entrantes :� dans le domaine tridimensionnel 
0 pour les modèles de transport 3D (2.40).� dans le domaine bidimensionnel !0 pour le modèle de transport quantique quasi-3D(3.8), (3.18).Pour haque as, il est néessaire de résoudre un grand nombre de fois ette équationde Shrödinger (suivant la valeur de l'énergie) au ours de haque itération Shrödin-ger/Poisson (où le potentiel est �xé). Le théorème 2.1 assure l'existene et l'uniité dessolutions.Equation elliptique sur le potentielQuelles que soient les méthodes de résolution numérique des systèmes ouplés, dé-rites dans l'annexe C, que nous hoisissons d'utiliser, nous obtenons une équation sur lepotentiel du type : �r��r(z)rV (x)�+ g(x)V (x) = f(x); (4.1)ave g(x) une fontion positive ou nulle. Dans es onditions, si :� g(x) = 0 et f(x) 6= 0, l'équation est du type (C.3) (méthode de relaxation),� g(x) > 0 et f(x) 6= 0, l'équation est du type (C.8) (méthode de Newton), et (C.11)(itérations de Gummel)� Dans le as partiulier où g(x) = 0 et f(x) = 0, l'équation est une équation deLaplae.



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 87Nous proposons de résoudre ette équation dans le domaine tridimensionnel 
0 ave lesonditions aux bords (3.26) pour les modèles semi-lassique et quantique 3D, ainsi quepour les modèles hybride et quantique quasi-3D. Nous allons aussi traiter ette équationdans le domaine bidimensionnel �j pour le as du modèle de quasi-équilibre ave les ondi-tions aux bords (A.3).La formulation variationnelle du problème (4.1) dans 
0 (munie des onditions auxbords du problème modèle (2.4), par exemple) s'éritTrouver V 2 V = fV : 
0 ! R; V 2 H1(
0); V = V0 sur �0Dg tel que :8V 2 V = fV : 
0 ! R; V 2 H1(
0); V = 0 sur �0Dg;a(V; V ) = L(V ); (4.2)où a est une forme bilinéaire, symétrique et ontinue sur H1(
0)a(V; V ) = Z
0 �r(x) rVrV d
0 + Z
0 g(x)V V d
0; (4.3)et L est une forme linéaire ontinue sur H1(
0)L(V ) = Z
0 f(x)V d
0: (4.4)
Théorème 4.1 Le problème (4.2) admet une solution unique.Preuve: omme a est une forme bilinéaire ontinue et oerive, nous pouvons appliquerle théorème de Lax-Milgram [15℄. �Equation de Shrödinger aux valeurs propresAu ours des itérations Shrödinger/Poisson nous pouvons e�etivement renontrer :� N (nombre de guides) équations de Shrödinger aux valeurs propres 2D sur �j,(j = 1; : : : ; N) (A.4), a�n de déterminer pour haque guide j, les veteurs proprestransverses �jm assoiés aux valeurs propres transverses Ejm, pour le as du modèlede transport quantique 3D ou le modèle de quasi-équilibre sur les bords.� une équation de Shrödinger aux valeurs propres 1D sur ℄0; Lz[ (3.5), a�n de déter-miner les veteurs propres vertiaux �n assoiés aux valeurs propres vertiales Ezn,pour le as des modèles de transport quasi-3D.� N équations de Shrödinger aux valeurs propres 1D sur j (3.14), a�n de déterminerpour haque guide j, les veteurs propres transverses b�jp assoiés aux valeurs proprestransverses bEjp, pour le as du modèle de transport quantique quasi-3D.



88 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsNous sommes �nalement amenés à résoudre une équation du type (4.5), à la fois dansdivers domaines unidimensionnels et bidimensionnels.Dans un adre général, nous souhaitons résoudre une équation de Shrödinger auxvaleurs propres dans un espae � de dimension d quelonque du type8><>: � ~22m��'(x) + U(x)'(x) = E'(x) dans �;'(x) = 0 sur ��: (4.5)La formulation variationnelle du problème général s'éritTrouver les ouples (�; '); � 2 R; ' 2 H10 (�)� f0g; tel que :8' 2 H10 (�); a('; ') = �('; ')L2; (4.6)où a est une forme bilinéaire, symétrique et ontinue sur H10 (�)a('; ') = Z�r'r' d� + 2m�~2 Z� U(x)'' d� (4.7)('; ')L2 est le produit salaire dans L2(�)('; ')L2 = Z� '' d�; (4.8)et � = 2m�E~2 : (4.9)
Théorème 4.2 Les valeurs propres �m (m = 1; 2; : : : ) du problème (4.6) forment unesuite roissante : 0 < �1 � �2 � � � � � �m � : : : tendant vers +1, haune des valeurspropres ayant une multipliité �nie. En outre, il existe une base orthonormée de l'espaeH10 formée des veteurs propres 'm assoiés aux valeurs propres �m tels que :8<: a('m; ') = �j('m; ')L2 ; 8' 2 H10('m; 'n)L2 = Æmn: (4.10)
Preuve: voir [32℄. �



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 894.1.2 Choix des di�érents maillagesNous avons pu onstater que pour le as des modèles de transport quasi-3D (hybrideet quantique), la densité tridimensionnelle életronique pouvait se déomposer dans 
0omme un problème bidimensionnel sur !0 et unidimensionnel sur ℄0; Lz[. Il est alorspratique d'e�etuer la disrétisation en espae du domaine d'étude 3D en disposant desouhes identiques de maillage 2D en (x; y) parallèlement sur un maillage 1D suivant z.Par onséquent, nous pouvons dé�nir :� T1;z, omme la �triangulation� de [0; Lz℄ ; l'élément de base pour e domaine étantalors un segment. Nous notons N1;z le nombre total de noeuds suivant z.� T2;!0 , omme la triangulation de !0 ; l'élément de base pour e domaine étant alorsun triangle. Nous notons N2;!0 le nombre total de noeuds de e maillage 2D.� T3;
0 , omme la �triangulation� de 
0 ; puisque 
0 = !0�℄0; Lz[, on obtient quel'élément de base de ette espae tridimensionnel est un prisme (voir Figure 4.1).On peut érire T3;
0 = T2;!0 � T1;z: (4.11)et nous notons N3;
0 le nombre total de noeuds du maillage 3DN3;
0 = N2;!0 � N1;z: (4.12)� T1;j , omme la �triangulation� du bord j ; omme e domaine représente la traede !0 sur le guide j, il vient que l'élément de base assoié à T1;j est un segment.Nous notons N1;j le nombre total de noeuds de e maillage 1D.� T2;�j , omme la �triangulation� du bord �j ; puisque �j = j�℄0; Lz[, il vient quel'élément de base assoié à T2;�j est un retangle. On peut érireT2;�j = T1;j � T1;z; (4.13)et nous notons N2;�j le nombre total de noeuds de e maillage 2DN2;�j = N1;j � N1;z: (4.14)Un réapitulatif de toutes les équations qu'il nous faut disrétiser en espae, suivant lesdi�érents maillages du problème, est donné sur le tableau (4.1).Remarque: tous les maillages sont déstruturés. En e�et, omme le plan du gaz d'éle-trons est prohe de la surfae du omposant, le pas du maillage 1D se doit d'être très ��n�entre la surfae et le plan du gaz d'életrons, il pourra être �grossier� dans les zones oùle hamp életrique devient nul. Le maillage 2D pourra être plus �grossier� dans les zonesde désertion en életrons dans e même plan, il sera ��n� dans les zones de transport éle-tronique et plus ��n� enore dans les zones de transition guide d'onde-zone ative. Notons�nalement que le hoix du pas des maillages dépend de la longueur d'onde des életrons.
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h
0z

()

(a)

(b)Figure 4.1: Exemple de disrétisation en espae d'un oupleur quantique. La disrétisation enespae du domaine d'étude 
0 est e�etuée en envisageant à la fois un maillage 1D non homogènesuivant z (a), et une triangulation destruturée de l'espae 2D !0 (b). Dans la pratique, nousobtenons des ouhes bidimensionnelles identiques disposées parallèlement sur un maillage 1Dnon homogène. Par onséquent, l'élément de base tridimensionnel est un prisme ().



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 913D 2D 1DEquation elliptique sur le potentiel T3;
0 T2;�jEquation de Shrödinger ouverte T3;
0 T2;!0Equation de Shrödinger aux valeurs propres T2;�j T1;z et T1;jTableau 4.1: Réapitulatif des di�érents maillages assoiés aux diverses équations du problème4.1.3 Disrétisation du problèmeNous allons maintenant établir les formulations variationnelles approhées des pro-blèmes types dans des espaes d'approximations appropriés. Dans ette setion, nousfaisons le hoix de détailler la disrétisation des équations en introduisant de manière pro-gressive les di�érentes fontions de base des espaes polynomiales des problèmes types.Par ailleurs, le tableau (D.1) dresse un réapitulatif des éléments de la disrétisation desproblèmes types sur les di�érents maillages.Equation de Shrödinger ouverteOn peut alors distinguer deux as : le as 2D dans !0 et le as 3D dans 
0.1. Le as 2D dans !0 : l'équation est dé�nie dans le plan du gaz d'életrons dans ledomaine !0, et elle est munie de onditions aux bords ouvertes (onditions d'ondesentrantes dans les guides) sur j ainsi que des onditions aux bords de Dirihlet surF. Nous sommes don amenés à résoudre l'équation de Shrödinger 2D dé�nie en(3.8) et (3.18). Pour rappel :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
� ~22m�� nQ3D(x; y) + bUn(x; y) nQ3D(x; y) = (E � Ezn) nQ3D(x; y) dans !0; nQ3D(x; y) = 0 sur F;��j nQ3D jj (�j) = P jn(E)Xp=1 ikjp;n(E)(�2ajp;n +  jp;n)b�jp;n(�j)� 1Xp=P jn(E)+1 kjp;n(E) jp;nb�jp;n(�j) sur les j (j = 1; : : : ; N):(4.15)Par la suite, et a�n de simpli�er les notations, l'indie n sera onsidéré ommeun indie muet, et nous noterons  �  nQ3D. Si l'on onsidère les hangements denotations suivantes :	(x)!  (x; y); �! b�; U ! bU; E ! (E � Ez);
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0 ! !0; �0 ! F; �j ! j;ainsi que M ! P et les indies m ! p, alors le problème (4.15) est équivalent auproblème type (2.40) pour lequel nous avons établi la formulation variationnelle en(2.22). Dans notre as, l'espae H, que nous notons H!0 , est dé�ni parH!0 = f : !0 ! C;  2 H1(!0);  = 0 sur Fg:Nous e�etuons une disrétisation de e problème en utilisant la triangulation T2;!0du domaine bidimensionnel !0. On dé�nit H!0;h l'espae d'approximation de H!0,tel queH!0;h = fvh : !0 ! C; vh 2 C0(!0); K 2 T2;!0 ; vhjK 2 P1; vh = 0 sur Fg;(4.16)ave dimP1 = 3, le nombre de degrés de liberté sur une maille �triangle� étant égalà trois. La formulation variationnelle approhée du problème est alors équivalente àTrouver  h 2 H!0;h; tel que :8'h 2 H!0;h; a( h; 'h) = L('h); (4.17)avea( h; 'h) = Z!0 r hr'h d!0 + 2m�~2 Z!0 �bU(x; y)� (E � Ez)� h'h d!0�i NXj=1 P j(E)Xp=1 kjp(E) jp'jp + NXj=1 1Xp=P j(E)+1 kjp(E) jp'jp; (4.18)L('h) = �2i NXj=1 P j(E)Xp=1 ajpkjp(E)'jp; (4.19) jp = Zj  hb�jp d�j et 'jp = Zj 'hb�jp d�j: (4.20)Soit fwng, n 2 f1; : : : ;N2;!0g une base de H!0;h telle que8n 2 f1; : : : ;N2;!0g; wn 2 H!0;h et wn(xn0; yn0) = Æn;n0; (4.21)où (xn0 ; yn0) est le veteur position du noeuds n0 dans le maillage T2;!0 . Alors unefontion de H!0;h peut se déomposer sur ette base omme h(x; y) = N2;!0Xn=1 unwn(x; y) (4.22)



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 93où nous utilisons la notation un �  (xn; yn). En utilisant l'ériture (4.22) de lafontion psih(x; y) dans (4.17), le problème se réduit à la résolution d'un systèmelinéaire d'inonnus un, (n = 1; : : : ;N2;!0)Trouver un (n = 1; : : : ;N2;!0); tel que 8n0 (n0 = 1; : : : ;N2;!0) :N2;!0Xn=1 una(wn; wn0) = L(wn0) ave un = 0 si n 2 F; (4.23)oùa(wn; wn0) = Z!0 rwnrwn0 d!0 + 2m�~2 Z!0 �bU(x; y)� (E � Ez)�wnwn0 d!0�i NXj=1 P j(E)Xp=1 kjp(E)Cjp(wn; wn0) + NXj=1 1Xp=P j(E)+1 kjp(E)Cjp(wn; wn0);(4.24)L(wn0) = �2i NXj=1 P j(E)Xp=1 ajpkjp(E)Bjp(wn0); (4.25)Bjp(wn0) = Zj wn0 b�jp d�j et Cjp(wn; wn0) = Bjp(wn):Bjp(wn0) (4.26)Remarque: les oe�ients Bjp(wn) (resp. Bjp(wn0)) sont nuls si le noeud n (resp. n0)n'appartient pas au bord j.Finalement, le système linéaire équivalent que l'on doit résoudre peut s'érire sousla forme matriielle suivante : Au = L; (4.27)où A est la matrie d'éléments a(wn; wn0)1�n;n0�N2;!0 , u le veteur des N2;!0 inon-nus de omposantes un, et L le veteur regroupant les N2;!0 omposantes du seondmembre L(wn0).Remarque:� A est une matrie omplexe, symétrique et reuse.� les éléments de alul de a, L et Bjp sont donnés dans le tableau (D.3) de l'annexeD.� au ours des itérations Shrödinger-Poisson, pour haque mode vertial d'inje-tion n0, nous sommes amenés à résoudre un grand nombre de fois e systèmelinéaire en fontion de l'énergie E � Ezn0 et du potentiel bUn0 .



94 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs2. Le as 3D dans 
0 : l'équation, analogue à l'équation établie dans le adredu problème modèle (2.40), est dé�nie dans le domaine tridimensionnel 
0, et elleest munie de onditions aux bords ouvertes (onditions d'ondes entrantes dans lesguides) sur �j ainsi que des onditions aux bords de Dirihlet sur �0. Pour rappel,nous sommes don amenés à résoudre l'équation de Shrödinger 3D suivante :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
� ~22m��	(x) + U(x)	(x) = E	(x) dans 
0;	(x) = 0 sur �0;��j	j�j (�j; z) = Mj(E)Xm=1 ikjm(E)(�2ajm +	jm)�jm(�j; z)� 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)	jm�jm(�j; z) sur les �j (j = 1; : : : ; N):(4.28)La formulation variationnelle du problème modèle a été établie en (2.22). Rappelonsque l'espae H, que nous notons H
0, est dé�ni parH
0 = f	 : 
0 ! C; 	 2 H1(
0); 	 = 0 sur �0g:Nous e�etuons une disrétisation de e problème en utilisant la �triangulation� T3;
0du domaine tridimensionnel 
0. On dé�nit H
0;h l'espae d'approximation de H
0,tel queH
0;h = fvh : 
0 ! C; vh 2 C0(
0); K 2 T3;
0; vhjK 2 Pk; vh = 0 sur �0g;(4.29)où nous onsidérons la séparation (x; y) et z de l'espae des fontions. On obtientalors Pk(x; y; z) = P1(x; y)
 P1(z); (4.30)ave dimPk = 6, le nombre de degrés de liberté sur une maille �prisme� étant égalà six. La formulation variationnelle approhée du problème est alors équivalente àTrouver 	h 2 H
0;h; tel que :8�h 2 H
0;h; a(	h;�h) = L(�h); (4.31)avea(	h;�h) = Z
0 r	hr�h d
0 + 2m�~2 Z
0 �U(x)� E�	h�h d
0�i NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)	jm�jm + NXj=1 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)	jm�jm; (4.32)



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 95L(�h) = �2i NXj=1 Mj(E)Xm=1 ajmkjm(E)�jm; (4.33)	jm = Z�j 	h�jm d�j et �jm = Z�j �h�jm d�j (4.34)Soit f�n;kg, n 2 f1; : : : ;N2;!0g, k 2 f1; : : : ;N1;zg, une base de H
0;h telle que8n 2 f1; : : : ;N2;!0g; 8k 2 f1; : : : ;N1;zg;�n;k 2 H
0;h et �n;k(xn0;k0) = Æn;n0 Æk;k0; (4.35)ave xn0;k0 le veteur position (xn0 ; yn0; zk0) du noeuds n0 dans le maillage 2D, T2;!0(tel que le veteur (xn0 ; yn0) 2 !0), et de la ouhe k0 dans le maillage maillage 1D,T1;z (tel que zk0 2 [0; Lz℄). Une fontion de H
0;h peut alors se déomposer sur ettebase omme 	h(x) = N1;zXk=1 N2;!0Xn=1 un;k�n;k(x); (4.36)où nous utilisons la notation un;k � 	(xn;k). En utilisant l'ériture (4.36) de lafontion Psih(x) dans (4.31), le problème se réduit à la résolution d'un systèmelinéaire d'inonnus un;k, (n = 1; : : : ;N2;!0) et (k = 1; : : : ;N1;z)Trouver un;k (n = 1; : : : ;N2;!0); (k = 1; : : : ;N1;z); tel que :8n0; k0 (n0 = 1; : : : ;N2;!0); (k0 = 1; : : : ;N1;z)N1;zXk=1 N2;!0Xn=1 un;k a(�n;k; �n0;k0) = L(�n0;k0) ave un;k = 0 si (n; k) 2 �0; (4.37)
oùa(�n;k; �n0;k0) = Z
0 r�n;kr�n0;k0 d
0 + 2m�~2 Z
0 �U(x)� E��n;k�n0;k0 d
0�i NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)Cjm(�n;k; �n0;k0) + NXj=1 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)Cjm(�n;k; �n0;k0);(4.38)L(�n0;k0) = �2i NXj=1 Mj(E)Xm=1 ajmkjm(E)Bjm(�n0;k0); (4.39)



96 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsBjm(�n0;k0) = Z�j �n0;k0�jm d�j et Cjm(�n;k; �n0;k0) = Bjm(�n;k)Bjm(�n0;k0): (4.40)Remarque: les oe�ients Bjm(�n;k) (resp. Bjm(�n0;k0)) sont nuls si le noeud n; k(resp. n0; k0) n'appartient pas au bord �j.Le système linéaire équivalent que l'on doit résoudre s'érit �nalementAu = L; (4.41)oùA est la matrie d'éléments a(�n;k; �n0;k0)(1�n;n0�N2;!0 );(1�k;k0�N1;z), u le veteur desN3;
0 inonnus de omposantes un;k, et L le veteur regroupant les N3;
0 ompo-santes du seond membre L(�n0;k0).Remarque:� A est une matrie omplexe, symétrique et reuse.� dans le as où jk � k0j < 1, les oe�ients a(�n;k; �n0;k0) sont nuls. La matrieA peut être onstruite sous une forme tridiagonale par blo dans le as où l'onhoisit de faire varier n; n0 dans un premier temps puis k; k0 dans un seond temps.� au ours des itérations Shrödinger-Poisson, nous devons résoudre un grand nombrede fois e système linéaire de grande taille en fontion de l'énergie E et du poten-tiel U .Remarque: nous hoisissons d'e�etuer la séparation des fontions de base �n;k àl'aide de (4.30). On obtient alors8n 2 f1; : : : ;N2;!0g; 8k 2 f1; : : : ;N1;zg�n;k(x; y; z) = wn(x; y)�k(z); (4.42)ave :� fwng, n 2 f1; : : : ;N2;!0g la base de l'espae H!0;h(!0) dé�nie préédemment dansle as de la triangulation T2;!0 de !0.� f�kg, k 2 f1; : : : ;N1;zg la base de l'espae d'approximation V 1z;h de V 1z oùV 1z = fV :℄0; Lz[! R; V 2 H1(℄0; Lz[); V = 0 sur z = Lzg; (4.43)etV 1z;h = fvh : [0; h℄! R; vh 2 C0([0; Lz℄); K 2 T1;z; vhjK 2 P1; vh = 0 sur z = Lzg:(4.44)La base f�kg est alors dé�nie sur V 1z;h par8k 2 f1; : : : ;N1;zg; �k 2 V hz;h et �k(xxk0 ) = Æk;k0; (4.45)où xk0 est la position du noeud k0 dans le maillage T1;z.



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 97En utilisant la déomposition (4.42) de la fontion de base �n;k dans (4.38) et (4.40),on obtient alorsa(�n;k; �n0;k0) =Z!0 rx;ywnrx;ywn0 d!0 Z Lz0 �k�k0 dz + Z!0 wnwn0 d!0 Z Lz0 rz�krz�k0 dz+2m�~2 Z Lz0 Z!0 �U(x)� E�wnwn0�k�k0 d!0dz � i NXj=1 Mj(E)Xm=1 kjm(E)Cjm(�n;k; �n0;k0)+ NXj=1 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E)Cjm(�n;k; �n0;k0); (4.46)et Bjm(�n0;k0) = Z Lz0 Z!0 wn0�k0�jm d!0dz: (4.47)Les termes roisésrx;y etrz n'interviennent pas dans la déomposition de a(�n;k; �n0;k0)(le produit salaire étant nul).Les éléments de alul de a, L et Bjm sont donnés dans le tableau (D.3) en annexeD.Equation elliptique sur le potentielOn peut distinguer deux as : le as 3D dans 
0 et le as 2D sur les frontières �j desguides.1. Le as 3D dans 
0 : on trouve l'équation sur le potentiel du problème type (4.1),dont la formulation variationnelle est donnée en (4.2). Rappelons que les onditionsaux bords du problème sont dé�nies en (3.26). L'espae V, que nous notons V
0,ainsi que l'espae V, que nous notons V
0 , sont dé�nis parV
0 = fV : 
0 ! R; V 2 H1(
0); V = VS sur �T0; V = VS + VG sur �TGg;et V
0 = fV : 
0 ! R; V 2 H1(
0); V = 0 sur �T0 [ �TGg:Par analogie ave le problème de l'équation de Shrödinger ouverte tridimension-nelle, nous disrétisons le problème à l'aide de la �triangulation� T3;
0 de 
0. Ondé�nit V
0;h l'espae d'approximation de Vg, et V
0;h l'espae d'approximation deVg, tels queV
0;h = fVh : 
0 ! R; vh 2 C0(
0); K 2 T3;
0 ; VhjK 2 Pk;Vh = VS sur �T0 ; Vh = VS + VG sur �TGg; (4.48)
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0;h = fVh : 
0 ! R; vh 2 C0(
0); K 2 T3;
0 ; VhjK 2 Pk;Vh = 0 sur �T0 [ �TGg: (4.49)La formulation variationnelle approhée du problème est alors équivalente àTrouver Vh 2 V
0;h; tel que :8V h 2 V
0;h; a(Vh; V h) = L(V h); (4.50)ave a(Vh; V h) = Z
0 �r(z) rVhrV h d
0 + Z
0 g(x)VhV h d
0; (4.51)et L(V h) = Z
0 f(x)V h d
0: (4.52)La disrétisation du problème s'e�etue à l'aide des fontions de base 4.35). Unefontion de V
0;h peut alors se déomposer sur ette base ommeVh(x) = N1;zXk=1 N2;!0Xn=1 vn;k�n;k(x); (4.53)ave vn;k � V (xn;k). En utilisant l'ériture (4.53) de la fontion Vh(x) dans (4.50),le problème se réduit à la résolution d'un système linéaire d'inonnus vn;k, (n =1; : : : ;N2;!0) et (k = 1; : : : ;N1;z)Trouver vn;k (n = 1; : : : ;N2;!0); (k = 1; : : : ;N1;z); tel que :8n0; k0 (n0 = 1; : : : ;N2;!0); (k0 = 1; : : : ;N1;z)N1;zXk=1 N2;!0Xn=1 vn;k a(�n;k; �n0;k0) = L(�n0;k0) ave vn;k = VS si (n; k) 2 �T0et vn;k = VS + VG si (n; k) 2 �TG ; (4.54)
avea(�n;k; �n0;k0) = Z
0 �r(z) r�n;kr�n0;k0 d
0 + Z
0 g(x) �n;k�n0;k0 d
0; (4.55)et L(�n0;k0) = Z
0 f(x) �n0;k0 d
0: (4.56)



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 99Le système linéaire équivalent que l'on doit résoudre s'érit �nalement :Av = L; (4.57)oùA est la matrie d'éléments a(�n;k; �n0;k0)(1�n;n0�N2;!0);(1�k;k0�N1;z), v le veteur desN3;
0 inonnus de omposantes vn;k, et L le veteur regroupant les N3;
0 ompo-santes du seond membre L(�n0;k0).Remarque:� A est une matrie réelle, symétrique, dé�nie positive et reuse.� dans le as où jk � k0j < 1, les oe�ients a(�n;k; �n0;k0) sont nuls. La matrieA peut être onstruite sous une forme tridiagonale par blo dans le as où l'onhoisit de faire varier n; n0 dans un premier temps puis k; k0 dans un seond temps.� au ours des itérations Shrödinger-Poisson, nous sommes amenés à résoudre uneseule fois e système linéaire de grande taille.Remarque: en utilisant la séparation des fontions de base (4.42), on obtient alorsa(�n;k; �n0;k0) = Z!0 rx;ywnrx;ywn0 d!0 Z Lz0 �r(z) �k�k0 dz+ Z!0 wnwn0 d!0 Z Lz0 �r(z) rz�krz�k0 dz+ Z Lz0 Z!0 g(x)wnwn0�k�k0 d!0dz; (4.58)
et L(�n0;k0) = Z Lz0 Z!0 f(x) wn0�k0 d!0dz (4.59)Les éléments de alul de a et L, sont donnés dans le tableau (D.3) en annexe D.2. Le as 2D sur les frontières �j des guides : l'équation sur le potentiel est simi-laire à l'équation du problème type (4.1) sur �j, dont la formulation variationnelleest donnée en (4.2) (dans es onditions 
0 ! �j). Dans e as, les onditions auxbords du problème ont été dé�nies en (A.3). L'espae V, que nous notons V�j , ainsique l'espae V, que nous notons V�j , sont dé�nis parV�j = fV : �j ! R; V 2 H1(�j); V = VS sur T0; V = VS + VG sur TGg;et V�j = fV : �j ! R; V 2 H1(�j); V = 0 sur T0 [ TGg:Nous proposons de disrétiser le problème à l'aide de la �triangulation� T2;�j de �j.On dé�nit V�j ;h l'espae d'approximation de Vg, et V�j ;h l'espae d'approximation



100 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsde Vg, tels que :V�j ;h = fVh : �j ! R; vh 2 C0(�j); K 2 T2;�j ; VhjK 2 Q1;Vh = VS sur T0 ; Vh = VS + VG sur TGg; (4.60)et V�j ;h = fVh : �j ! R; vh 2 C0(�j); K 2 T2;�j ; VhjK 2 Q1;Vh = 0 sur T0 [ TGg; (4.61)où nous onsidérons la séparation �j et z de l'espae des fontions. On obtient alorsQ1(�j; z) = P1(�j)
P1(z) (4.62)ave dimQ1 = 4, le nombre de degrés de liberté sur une maille �retangle� étant égalà quatre. La formulation variationnelle approhée du problème est alors équivalenteà Trouver Vh 2 V�j ;h; tel que :8V h 2 V�j ;h; a(Vh; V h) = L(V h); (4.63)ave a(Vh; V h) = Z�j �r(z) rVhrV h d�j + Z�j g(�j; z)VhV h d�j; (4.64)et L(V h) = Z�j f(�j; z)V h d�j: (4.65)Soit f#l;kg, l 2 f1; : : : ;N1;jg, k 2 f1; : : : ;N1;zg, une base de V�j ;h (idem V�j ;h)8l 2 f1; : : : ;N2;�jg; 8k 2 f1; : : : ;N1;zg#l;k 2 V�j ;h; #l;k(�l0; zk0) = Æl;l0 Æk;k0; (4.66)ave (�l0; zk0) le veteur position du noeuds l0 dans le maillage 1D, T1;j (tel que(�l0) 2 j), et de la ouhe k0 dans le maillage 1D (T1;z, tel que zk0 2 [0; Lz℄). Unefontion de V�j ;h (ou V�j ;h) peut alors se déomposer sur ette base ommeVh(�j; z) = N1;zXk=1 N1;jXl=1 vl;k#l;k(�j; z); (4.67)



4.1 Les di�érentes équations à résoudre 101ave vl;k � V (�l; zk). En utilisant l'ériture (4.67) de la fontion Vh(�j; z) dans (4.63),le problème se réduit à la résolution d'un système linéaire d'inonnus vl;k, (l =1; : : : ;N1;j ) et (k = 1; : : : ;N1;z)Trouver vl;k (l = 1; : : : ;N1;j); (k = 1; : : : ;N1;z); tel que :8l0; k0 (l0 = 1; : : : ;N1;j); (k0 = 1; : : : ;N1;z)N1;zXk=1 N1;jXl=1 vl;k a(#l;k; #l0;k0) = L(#l0;k0) ave vl;k = VS si (l; k) 2 T0et vl;k = VS + VG si (l; k) 2 TG; (4.68)
avea(#l;k; #l0;k0) = Z�j �r(z) r#l;kr#l0;k0 d�j + Z�j g(�j; z) #l;k#l0;k0 d�j; (4.69)et L(#l0;k0) = Z�j f(�j; z) #l0;k0 d�j: (4.70)Le système linéaire équivalent que l'on doit résoudre s'érit �nalement :Av = L; (4.71)où A est la matrie d'éléments a(#l;k; #l0;k0)(1�l;l0�N1;j );(1�k;k0�N1;z), v le veteur desN2;�j inonnus de omposantes vl;k, et L le veteur regroupant lesN2;�j omposantesdu seond membre L(#l0;k0).Remarque:� A est une matrie réelle, symétrique, dé�nie positive et reuse.� les éléments de alul de a et L peuvent être trouvés dans [32℄.� au ours des itérations Shrödinger-Poisson pour le modèle de quasi-équilibre,nous sommes amenés à résoudre une seule fois e système linéaire.Equations de Shrödinger aux valeurs propresLa formulation variationnelle de l'équation sur le potentiel du problème type (4.5), estdonnée en (4.6). Nous e�etuons, dans un as général, une �triangulation� Th de l'espae� de dimension d, et nous allons introduire un sous-espae d'éléments �nis V0;h de H10 , dedimension �ni N , tel queV0;h = fvh : �! R; vh 2 C0(�); K 2 Th; vhjK 2 Pk; vh = 0 sur ��g: (4.72)où Pk représente un espae polynomiale. Le problème approhé s'éritTrouver les ouples (�h; 'h); �h 2 R; 'h 2 V0;h � f0g; tel que :8'h 2 V0;h; a('h; 'h) = �h('h; 'h)L2: (4.73)



102 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsSoit fwng, 1 � n � N , une base de l'espae V0;h dé�nie par8n 2 f1; : : : ;Ng; wn 2 V0;h; wn(xn0) = Æn;n0; (4.74)ave xn0 le veteur position du noeuds n0 dans la maillage Th. Toute fontion de V0;h peutalors se déomposer sur ette base omme'h(x) = NXn=1 'nwn(x); (4.75)ave 'n � '(xn). En utilisant l'ériture (4.75) de la fontion 'h(x) dans (4.73), le problèmese réduit à la résolution d'un système linéaire d'inonnus 'n, (n = 1; : : : ;N ). Ce systèmeest équivalent à un problème aux valeurs propres généralisé du typeR ' = �M '; (4.76)où R est la matrie dite de rigidité d'éléments a(wn; wn0)(1�n;n0�N ) et M est la matriedite de masse d'éléments (wn; wn0)L2 (1�n;n0�N ). On obtienta(wn; wn0) = Z�rwnrwn0 d� + 2m�~2 Z� U(x)wnwn0 d�; (4.77)et (wn; wn0)L2 = Z�wnwn0 d�: (4.78)Remarque: les propriétés des formes bilinéaires a(:; :) et (:; :) entraînent immédiatementque les matries R et M sont réelles, symétriques et dé�nies positives. Au ours desitérations Shrödinger/Poisson, nous sommes amenés à résoudre :� une équation de Shrödinger aux valeurs propres 1D sur ℄0; Lz[ a�n de déterminerles veteurs propres vertiaux �n assoiés aux valeurs propres vertiales Ezn (nousutiliserons alors la �triangulation� T1;z). Dans e as, on note que d = 1 et Pk =P1(z).� N (nombre de guides) équations de Shrödinger aux valeurs propres 1D sur j, (j =1; : : : ; N), a�n de déterminer pour haque guide j, les veteurs propres transversesb�jp assoiés aux valeurs propres transverses bEjp (nous utiliserons alors la trae de latriangulation T2;!0 sur �j, 'est à dire T1;j ). Dans e as, on note que d = 1 etPk = P1(�j).� une équation de Shrödinger aux valeurs propres 2D sur �j a�n de déterminer lesveteurs propres transverses �jm assoiés aux valeurs propres transverses Ejm (nousutiliserons alors la �triangulation� T2;�j ). Nous devons aussi résoudre ette mêmeéquation aux ours des itérations Shrödinger/Poisson pour le modèle de quasi-équilibre. Dans es as, on note que d = 2 et Pk = Q1(�j; z).



4.2 Mise en oeuvre numérique 1034.2 Mise en oeuvre numériqueNous allons présenter dans un premier temps, l'organigramme général que nous allonsutiliser pour la résolution des systèmes ouplés assoiés aux di�érents modèles physiquesrappelés dans le tableau (3.4). En omplément, nous ferons l'inventaire de toute les mé-thodes de résolutions numériques néessaires à es aluls. Pour �nir, nous présenteronsnotre ode de alul 3D que nous avons baptisé NESSIE.4.2.1 Organigramme général
Calul de la densitééletronique ni+1
Calul du nouveauxpotentiel V i+1
Comparaison despotentiels V i et V i+1en norme L1(
0)

V i (= V i+1test positif test négatif

Le potentiel V iet la densité nisont donnés

Fin de la proédureCalul potentiel-densité
Figure 4.2: Organigramme présentant la proédure générale de alul du potentiel et de ladensité. Le potentiel à l'étape i est donné.



104 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsL'organigramme général de alul du potentiel életrostatique et de la densité éle-tronique est présentée sur la �gure 4.2. Le potentiel à l'étape i étant supposé onnu, onherhe à le omparer ave le potentiel alulé à l'étape i + 1. Les deux proédures dealul du potentiel et de la densité sont spéi�ques aux di�érents modèles physiques etnéessitent une desription plus détaillée.Proédures de alul de la densitéOn herhe à déterminer la densité életronique n � ni+1 à partir de la donnée dupotentiel V � V i et de la densité ni. En omplément, nous verrons qu'il est pratique deprendre aussi en ompte dans la proédure de alul de la densité, le alul de l'intensitéet de la ondutane dans le as des modèles quantiques 3D et quasi-3D. Les diversesintégrations numériques sur x; y ou sur z que nous renontrerons sont résolues à l'aidede la méthode numérique d'intégration des trapèzes (les éléments �nis étant de type P1sur !0 et sur [0; Lz℄). Nous hoisissons d'utiliser la méthode numérique d'intégration deSimpson pour une meilleure préision dans le alul des intégrations sur les énergies ousur les impulsions (le nombre d'intervalles de disrétisation étant alors pair).Les di�érentes proédures de alul dépendent des di�érents modèles physiques, tels queles modèles semi-lassique et quantique 3D, ainsi que les modèles hybride et quantiquequasi-3D.1. Le as semi-lassique 3D : le alul de la densité s'e�etue à l'aide de l'approxi-mation de Thomas-Fermi (3.58). Dans ette approhe, on a uniquement besoin dealuler l'intégrale de Fermi-Dira présentée en (3.59).2. Le as quantique 3D : le alul de la densité néessite la résolution d'un grandnombre d'équations de Shrödinger en fontion de l'énergie. Les fontions d'ondeainsi obtenues, nous pouvons aussi déterminer les oe�ients de transmission né-essaires au alul de l'intensité et de la ondutane. Le tableau 2 regroupe lesdi�érentes étapes du alul de la densité, de l'intensité et de la ondutane.a- Calul des fontions et valeurs propres transverses �jm et Ejm sur �jb- Calul des fontions d'onde f	j0;m0;kg et des oe�ientsde Transmission fTj0!jg assoiés aux énergies E = Ej0m0 + ~k22m�- Calul de la densité életronique nd- Calul des intensités Ij dans haun des guides je- Calul des ondutanes Gj0jTableau 4.2: Présentation des di�érentes étapes dans le alul de la densité, de l'intensité etde la ondutane dans le as quantique.



4.2 Mise en oeuvre numérique 105Dans la première étape de alul (a), il nous faut résoudre des systèmes aux valeurspropres généralisées sur les bords �j (j = 1; : : : ; N) du type (4.76). Remarquonsqu'il est possible de passer d'un problème aux valeurs propres généralisées à unproblème lassique aux valeurs propres en utilisant la déomposition de CholeskyM = LLT de la matrie de masse M . L'équation (4.76) peut alors s'érire demanière équivalente C ' = � 'ave 8<: C = L�1 R (LT )�1' = LT ': (4.79)
Remarque: dans le but d'obtenir un problème aux valeurs propres lassique, nouspourrions aussi envisager d'utiliser une ondensation de masse de la matrie M(elle-i devient diagonale). Cependant, dans notre as bidimensionnel possédantun maillage destruturé, ette méthode s'est révélée peu e�ae.Le problème lassique aux valeurs propres (4.79) peut être résolu soit par la méthodede résolution direte de Jaobi dans le as de petits systèmes (N2;�j est petit), soitpar la méthode de résolution itérative de Lanzos dans le as de grands systèmes(N2;�j est grand).Remarque: nous nous intéressons uniquement aux premiers niveaux d'énergie. Lasomme in�nie sur les modes transverses évanesents qui apparaît dans la résolutionde l'équation de Shrödinger est dans les faits bornée par M sup. Nous verrons queM sup n'a pas besoin d'être très grand ar la ontribution des termes évanesentsest négligeable lorsque l'on s'éloigne un peu des modes d'injetion (nous injetonsuniquement des ondes sur le premier ou le deuxième mode).La deuxième étape (b), onerne la résolution d'un grand nombre de systèmes li-néaires du type (4.41), où nous rappelons que A est une matrie omplexe, symé-trique et reuse (diagonale par blo). A partir du alul des di�érents oe�ientsBjm (4.40) indépendemment de l'énergie (à l'aide du alul d'une intégrale numé-rique), nous pouvons onstruire la matrie A pour une énergie E(j0; m0; k) donnée.Nous e�etuons alors la résolution de e système linéaire à l'aide de la méthode derésolution itérative QMR (Quasi Minimal Residual) proposée par Freund [52,53℄, etmunie d'un préonditionneur (SSOR ou ILUT).Remarque: une méthode de type GMRES ave préonditionneur (SSOR ou ILUT)a aussi été testée. Cependant, la méthode QMR que nous utilisons est adaptée auproblème symétrique et se révèle bien plus e�ae pour nos aluls (elle est de plusoptimisé pour des systèmes reux et omplexes). Notons que la taille du système



106 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAspeut être très grande, N3;
0 � 300000. Le temps de alul de la proédure de réso-lution est un fateur non négligeable puisque que nous avons besoin de résoudre unnombre onsidérable de systèmes linéaires a�n de déterminer l'ensemble des fon-tions d'onde 	j0;m0;k. Par onséquent, le modèle 3D se révèle extrêmement oûteuxnumériquement dans le alul des fontions d'onde. Nous verrons que dans le modèlequasi-3D, la taille du système est onsidérablement réduit, e qui permet de réduireonsidérablement le temps de alul.Nous herhons à résoudre l'ensemble des fontions d'onde 	j0;m0;k à l'aide d'uneboule sur les énergies. Pour réaliser ette boule sur les énergies, nous e�etuonstout d'abord une boule sur les guides d'injetion j0 (j0 = 1; : : : ; N), puis sur lesmodes d'injetion m0 (m0 = 1; : : : ;M j0), et �nalement sur les impulsions k. Enpratique, l'énergie d'intégration maximale (idem impulsion maximale), notée Esupj ,n'est pas in�nie, elle dépend du niveau du potentiel himique de haque réservoir(niveaux de Fermi) et de l'exitation thermique (voir Figure 1.3). Nous posons alorsEsupj = �j + 4kBT; (4.80)et nous supposons que pour E > Esupj l'intégrale de Fermi-Dira assoiée au guidej d'injetion est nulle. Dès qu'une fontion d'onde 	j0;m0;k est obtenue, on peutaluler les oe�ients de transmission Tj0!j(E) dé�nis en (2.70) à l'aide de (2.58).Nous devons pour ela onnaître les amplitudes bjm des ondes ré�éhies dans lesguides qui peuvent être déterminées à partir des oe�ients 	jm (2.19). Ces oe�-ients s'obtiennent en e�etuant des intégrations numériques (2.18) sur les bords �j.Dans les dernières étapes (), (d) et (e), les aluls de la densité életronique (3.57),de l'intensité (2.77) et de la ondutane (2.86), néessitent le alul d'une intégralesur les énergies. Il n'est pas néessaire de stoker en mémoire toutes les fontionsd'onde, ar nous pouvons utiliser la méthode d'intégration de Simpson à l'intérieurde la boule sur les énergies.Remarque:� le pas de disrétisation de l'intégrale sur les énergies est hoisi uniforme. Nousveilleront, ependant, à e que e pas sur les énergies soit assez petit a�n de bienerner les variations des ourbes de transmission en fontions des énergies.� les aluls des oe�ients Bjm, ainsi que la plus grande partie de l'assemblage de lamatrie A, peuvent s'e�etuer une fois pour toute avant la boule sur les énergies.3. Le as hybride quasi-3D : le alul de la densité néessite l'obtention des den-sités bidimensionnelles nn02D assoiés au modes vertiaux n0. Les di�érentes étapesonernant le alul de la densité életronique à partir du potentiel életrostatiquesont dérites dans le tableau (3).Les premières étapes de alul (a) et (b) néessitent respetivement le alul desintégrales en espae (3.11) et (3.12).



4.2 Mise en oeuvre numérique 107a- Calul de la densité surfaique ns (ave ni)b- Calul du potentiel U1(z)- Calul des fontions et valeurs propres vertiales �n(z) et Ezn sur ℄0; Lz[d- Calul des potentiels fbUn0g et des densités bidimensionnelles fnn02Dgassoiés aux modes propres vertiaux Ezn0e- Calul de la densité életronique nTableau 4.3: Présentation des di�érentes étapes dans le alul de la densité dans le as hybride.Dans l'étape (), il nous faut résoudre un système aux valeurs propres généraliséessur z du type (4.76). Nous avons vu qu'un tel système peut s'érire sous la formed'un problème aux valeurs simples du type (4.79). Comme e système est de trèspetite taille (N1;z est petit), la méthode de résolution de Jaobi apparaît la mieuxadaptée au problème.L'étape (d) onerne le alul de l'ensemble des densités bidimensionnelles nn02D as-soiées au potentiel bUn0 . Ce potentiel bidimensionnel est résolu à travers l'intégralesur les z (3.7), et la densité à l'aide de l'expression (3.62). Le nombre de modespropres vertiaux maximum, noté nsup0 , dépend de l'énergie d'intégration maximaleEsup dé�nie dans le as du modèle hybride parEsup = �+ 4kBT: (4.81)Comme dans notre modèle, nous ne tenons ompte que d'une énergie bidimension-nelle positive (voir la desription du modèle quantique quasi-3D qui suit). On peutalors érire la ondition suivantensup0 = supn0 fn0 � 1;Esup > Ezn0g: (4.82)Le alul de la densité életronique à l'étape (e), s'e�etue à l'aide la sommation surles modes vertiaux n0 allant jusqu'à nsup0 dé�nie en (3.21).4. Le as quantique quasi-3D : les étapes de alul de la densité életronique ontdéjà été détaillées sur le tableau (3.1). Ces étapes de alul sont identiques à ellesénonées dans la proédure de alul de la densité pour le modèle hybride (voir ta-bleau 3) hormis pour le alul de la densité bidimensionnelle. En e�et, ette dernièrenéessite la prise en ompte des fontions d'onde bidimensionnelles  n0j0;m0;k. Commedans le as du modèle quantique 3D, il s'agit alors de résoudre un grand nombre de



108 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAssystèmes linéaires du type (4.27), où nous rappelons que A est une matrie om-plexe, symétrique et reuse (diagonale par blo). A partir du alul des di�érentsoe�ients Bjp (4.26) (indépendemment de l'énergie) qui sont obtenus à l'aide desfontions propres, et valeurs propres transverses b�jp et bEjp (problèmes aux valeurspropres généralisées sur les j du type (4.76) et (4.79), résolus à l'aide de la méthodede Jaobi ar N1;j est petit), nous pouvons onstruire la matrieA pour une énergieE(j0; p0; n0; k) donnée. Nous e�etuons alors la résolution de e système linéaire àl'aide de la méthode QMR ave préonditionneur.Remarque: ontrairement au modèle quantique 3D, dans le modèle quasi-3D, lataille du système linéaire est onsidérablement réduite, N2;!0 � 5000.Nous herhons à résoudre l'ensemble des fontions d'onde  j0;p0;n0;k à l'aide d'uneboule sur les énergies bidimensionnelles (E � Ezn0) à n0 �xé. Pour réaliser etteboule sur les énergies, nous e�etuons tout d'abord une boule sur les guides d'in-jetion j0 (j0 = 1; : : : ; N), puis sur les modes d'injetion p0 (p0 = 1; : : : ; P j0), et�nalement sur les impulsions k. En pratique, l'énergie bidimensionnelle d'intégra-tion maximale (idem impulsion maximale), notée Esupj �Ezn0 , n'est pas in�nie, elledépend du niveau du potentiel himique de haque réservoir et de l'exitation ther-mique (voir Figure 1.3). Rappelons que l'énergie maximale Esupj a déjà été dé�niedans le as du modèle quantique 3D en (4.80). Le nombre de mode vertial maximumnsup0 que nous prendrons en ompte peut s'érirensup0 = supn0 fn0 � 1;maxj fEsupj g > Ezn0g: (4.83)Remarque: la ondition (4.83) implique que nous ne tenions ompte que d'uneénergie bidimensionnelle positive. Cela onstitue, en e�et, une ondition néessairepour autoriser le transport életronique bidimensionnel en faisant apparaître desmodes propres transverses p dans les guides.Finalement, notons qu'à l'instar du modèle 3D, dès qu'une fontion d'onde  j0;p0;n0;kest obtenue, on peut aluler les oe�ients de transmission Tj0!j(E). Il n'est pasnéessaire de stoker en mémoire toutes les fontions d'onde, ar nous pouvonsutiliser la méthode d'intégration de Simpson à l'intérieur de la boule sur les énergies,a�n de aluler la densité életronique, l'intensité et la ondutane.Proédures de alul du potentielDans le modèle semi-lassique 3D où la densité életronique est une fontionnellede V loale en x, nous utilisons la méthode de résolution numérique de Newton sur lepotentiel dérite dans l'annexe C. Dans tous les autres modèles, la densité életroniqueest une fontionnelle de V non loale en x, nous utilisons par onséquent la méthode derésolution impliite des itérations de Gummel présentée aussi dans l'annexe C. En e�et, il



4.2 Mise en oeuvre numérique 109existe une dépendane fortement non-linéaire entre le potentiel et la densité, si bien quela méthode de relaxation présentée aussi dans l'annexe C, s'est révelée peu e�ae. Laprise en ompte d'un shéma de alul impliite s'avère don nééssaire. L'équation quenous herhons à résoudre est du type8<: �r��r(z)rV (x)� = q�0N+D(z)� q�0n[V ℄(x) dans 
0;ave les onditions aux bords (3.26) sur �
0: (4.84)Elle peut enore s'érire�r��r(z)rV (x)� = q�0N+D (z)� q�0n[V ℄(x)T [V ℄T [V ℄ (4.85)ave T [V ℄ une fontionnelle de V non loale en x (ave une dépendane exponentielle enV ). Compte tenu du omportement semi-lassique de la densité (3.58), un hoix possibleest T [V ℄ = exp(q�V ). Ainsi, le shéma itératif donnant V i+1 en fontion de V i peutensuite s'expliiter omme�r��r(z)rV i+1(x)� = q�0N+D (z)� q�0n[V i℄(x) exp �q�(V i+1 � V i)�: (4.86)Intuitivement, dans e shéma de alul itératif, plus la di�érene entre le nouveau po-tentiel V i+1 et l'anien potentiel V i est importante, moins la ontribution de la densitén au alul du nouveaux potentiel V i+1 est prise en ompte. Nous obtenons alors un sys-tème non-linéaire en V i+1. L'annexe C présente la méthode de Gummel [61℄ qui onsisteà linéariser e système.Dans un as général pour tous les modèles, la proédure de alul du potentiel V i+1 àl'aide de ni+1, néessite la résolution d'un système linéaire du type (4.57) où la matrie Aest une matrie réelle, symétrique, et reuse (diagonale par blo). Nous avons vu que lataille de e système linéaire pouvait être très grand (N3;
0 � 300000), mais ontrairementau alul des fontions d'onde, la matrieA est dé�nie positive. Nous hoisissons d'utiliserla méthode de résolution itérative du gradient onjugué munie d'un preonditionneur deCholesky inomplet.Test sur le potentielC'est un test en norme L1 sur 
0 qui ompare le potentiel à l'étape i ave eluiobtenue à l'étape i + 1. Nous dirons que la onvergene est atteinte quand la norme estinférieure à un ertain �, lequel est lié au pas d'intégration sur les énergies (il doit êtresupérieur au pas).InitialisationNous herhons à onnaître le potentiel et la densité à l'étape i = 0. Dans le as dumodèle semi-lassique 3D, V 0 peut être hoisi quelonque, la proédure de alul Newtonassurant rapidement la onvergene. En e qui onerne les autres modèles, le hoix d'un



110 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAspotentiel V 0 peu éloigné de la solution �nale est essentiel pour assurer la onvergenede la méthode des itérations de Gummel. Dans es onditions, nous allons proéder parétape. Dans un premier temps, nous e�etuerons le alul du potentiel et de la densité3D du modèle semi-lassique qui s'avère être une estimation de l'ordre de grandeur desmodèles quantiques plus réalistes. En outre, nous pouvons herher une estimation de esquantités enore meilleure à l'aide du modèle hybride. Pour �nir, nous nous servirons dupotentiel et de la densité obtenus, a�n d'initialiser les deux modèles quantiques 3D etquasi-3D, mais uniquement à l'équilibre (� = �j 8j).Dans le but d'obtenir des aratéristiques ourant-tension, npous avons renouvelé laproédure générale de alul présentée sur la �gure 4.2 dans les as quantiques, et pour despetites variations roissantes ou déroissantes d'un potentiel de polarisation vj (idem �jd'après (2.78). Chaque potentiel et densité ainsi obtenus après onvergene de la proédurede alul, pourra servir d'initialisation pour la nouvelle proédure à résoudre.Le modèle de quasi-équilibre sur les bordsAvant de onlure ette setion, remarquons que l'on e�etue aussi la résolution dumodèle de quasi-équilibre à travers la proédure de alul présentée sur la �gure 4.2. Danses onditions, le alul de la densité életronique quantique s'e�etue à l'aide de l'expres-sion (A.7), qui néessite uniquement la onnaissane des fontions propres �jm assoiéesaux valeurs propres transverses Ejm (aluls déjà spéi�és dans le as des onditions auxbords sur j du modèle quantique 3D). La résolution numérique du système ouplé sur lepotentiel peut aussi s'e�etuer à l'aide de la méthode de alul impliite des itérations deGummel dérite dans l'annexe C.Remarque: l'utilisation d'une méthode de résolution de Newton bidimensionnelle déri-vant de la méthode de résolution de Newton présentée dans [84℄ dans le as unidimen-sionnel, est possible.L'initialisation de la proédure de alul du modèle de quasi-équilibre quantique s'ef-fetue à l'aide d'un modèle semi-lassique (la résolution de la densité életronique semi-lassique sur �j s'e�etue de la même manière que dans le as 3D semi-lassique).



4.2 Mise en oeuvre numérique 1114.2.2 Présentation du ode �NESSIE�Nano-Eletronis Simulator for Systems with Interferene E�etsAu ours de ette thèse, un ode de alul 3D baptisé NESSIE, a été élaboré enFortran 90. Comme dérit dans la setion préédente, il fait appel à de nombreuses routinesnumériques. Certaines routines font partie intégrante de paquetages informatiques parmilesquels on ompte les librairies mathématiques :� LAPACK90, pour les routines d'algèbre linéaire (résolution des problèmes aux va-leurs propres généralisées . . .)� QMR, librairie proposé par Freund.Nous utilisons aussi le mailleur 2D EASYMESH [83℄ a�n de disrétiser le domaine !0. Ilnous donne en outre, la possibilité de marquer toutes les frontières j et F de manière àles di�érenier. Remarquons que la nature du dispositif étudié dépend de la on�gurationdes grilles en surfae, et notamment de l'orientation des guides et du nombre de guidesN . NESSIE est un ode de alul de type général qui permet de prendre en ompte n'im-porte quelle géométrie pouvant s'appuyer sur un nombre de guides quelonques, et dontleur orientation néessite que la oordonnée loale longitudinale �j soit parallèle au guided'onde j (voir Figure 2.1). Par exemple, nous pourrions onsidérer des dispositifs roisésoù les guides d'onde sont à la fois horizontaux et vertiaux. Le ode de alul NESSIEpermet aussi de prendre en ompte plusieurs paramètres d'entrées qui sont dérits dansle tableau (4.2.2).En e qui onerne les spéi�ités dans la onstrution du ode NESSIE, nous pouvonsiter :� l'utilisation du format de stokage CSR (Compressed Sparse Row) pour les ma-tries. En e�et, toutes les matries du problème sont reuses et le stokage CSR estle stokage le moins gourmand en mémoire. La proédure d'assemblage des matries(liée à la méthode des éléments �nis), ainsi que tous les aluls e�etués sur lesmatries sont réalisés dans e même format.� la parallélisation de la proédure de alul des fontions d'onde dérite dans lesmodèles quantiques. En e�et, es aluls sont indépendants les uns des autres, et ilsreprésentent la plus grande partie du temps de alul. A l'aide de la parallélisationvia le langage MPI, e temps de alul est alors réduit (divisé) d'autant que lenombre de proesseurs qui sont mis en jeu.� la séparation en ouhe du problème pour le alul de la fontion d'onde tridi-mensionnelle du modèle quantique 3D. En e�et, omme les életrons sont situésautour de l'hétérojontion AlGaAs/GaAs, nous pouvons isoler une ouhe s'étalantà l'intérieur du AlGaAs et du substrat GaAs, qui ontient toute l'information surla fontion d'onde. Nous allons alors résoudre l'équation de Shrödinger 3D dansette ouhe (munie de onditions de Dirihlet homogènes aux deux extrémités), etnon plus dans tout le domaine 
0. Le oût numérique du alul est alors réduit demanière signi�ative. Nous notons N h3;
0 le nombre de points assoié à e domaineréduit.



112 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs
N , Li les paramètres liés au maillage omme le nombre de guideset leur largeur assoiéeLx, Ly, Lz les dimensions du omposant (domaine !0)T la température� le potentiel himique à l'équilibreVG le potentiel de grilleVS le potentiel d'arohage en surfaevj les potentiels de polarisationM sup le nombre de modes transverses évanesents maximumlz, N+D(z) la largeur et le dopage des ouhes semi-ondutries suivant zdérites sur la �gure 1.8x le pourentage x d'aluminium dans la ouhe AlxGa1�xAs,notons que le gap d'énergie entre les matériaux AlGaAs et GaAsvaut E = 0:77x�r(z) la onstante diéletrique relative suivant zm� la masse e�etive du GaAsTableau 4.4: Paramètres d'entrée du ode de alul NESSIE.



4.3 Résultats numériques 1134.3 Résultats numériquesNous allons maintenant présenter plusieurs résultats numériques pour des dispositifs setrouvant dans la on�guration du stub életronique (ave deux guides d'onde) et dans laon�guration du oupleur quantique (ave quatre guides d'onde). Dans un premier temps,les simulations numériques vont nous permettre de omparer les modèles semi-lassique etquantique à l'équilibre. Nous montrerons ensuite l'e�aité du modèle quasi-3D quantiqueen le omparant ave le modèle 3D quantique dans le as du stub életronique. Nous éta-blirons �nalement les aratéristiques ourant-tension de e dispositif. La struture plusomplexe du oupleur quantique sera étudiée uniquement à l'aide du modèle quantiquequasi-3D.Dans tous les dispositifs étudiés, les paramètres d'entrées sont nombreux (voir ta-bleau 4.2.2), nous hoisissons alors arbitrairement les paramètres ommuns à toutes lessimulations suivants :� T = 4K, (la ondition de très basse température est néessaire pour obtenir untransport balistique),� Lz = 185nm,� x = 0:26,� m� = 0:067me, ave me masse de l'életron dans le vide,� �r(z) = 12:88, prise identique pour le AlGaAs et le GaAs dans nos simulations,� VS = �0:7V ,� M sup = 6, nous montrerons que ette valeur maximale de mode propres transversesest su�sante si le nombre de modes propagatifs M j ou P jn est petit (� 2),� � = 0,� les largeurs lz, et les dopages N+D des di�érentes ouhes vertiales (voir Figure 1.8)sont dé�nis par : Matériaux lz en nm N+D en m�3GaAs 5 2:4 � 1024n-AlGaAs 20 2:4 � 1024AlGaAs 10 0Substrat 150 0l'hérerojuntion AlGaAs/GaAs(substrat) se situe don à 35nm en dessous de lasurfae du omposant,� VG = �0:5V pour le as du stub et VG = �0:53V pour le as du oupleur.Les paramètres �, lz, N+D , et VG, ont été ajustés de manière à e que les életrons soienttous on�nés dans le premier mode vertial n = 1. On note ainsi que � et �j dé�nis en(2.78) sont ompris entre les deux premiers modes vertiaux Ez1 et Ez2 dans le as desmodèles quasi-3D (pour des petites valeurs de potentiel de polarisation vj). Les énergiesmaximales d'intégration Esupj dé�nies en (4.80), doivent également véri�er ette ondition.Ces données impliquent enore que l'injetion des életrons s'e�etue sur les deux modestransverses dans le as des modèles quantiques.



114 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs4.3.1 Le stub életroniqueLes di�érents paramètres qui aratérisent les dimensions du domaine 
0 du stubéletronique, sont dérits sur la �gure 4.3. Nous posons Lx = 300nm et Ly = 210nm. Dansnotre as, la profondeur et la largeur du stub sont respetivement donnés parW = 40nm etLs = 60nm, la largeur des guides est identique et vaut L1 = L2 = 60nm. Les dimensionsde grilles sont dé�nies par LG3 = 50nm, LG4 = 100nm, et LG1 = LG2 = 120nm. Ledomaine !0 muni de sa triangulation T2;!0 , ainsi que le domaine �1 (idem �2) muni de sa�triangulation� T2;�1 , sont présentés sur la �gure 4.7.
L1LG4LG3Lz

L2LsWLG1 LG2 Figure 4.3: Desription deslongueurs aratéristiques dudomaine 
0. On note alorsque Lx = (LG1 + Ls + LG2) etLy = (LG3 + L1 + LG4).
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Figure 4.4: Maillage du domaine !0 (à gauhe) et maillage du domaine [0; Lz ℄.Le nombre de noeuds du maillage T2;!0 est N2;!0 = 2514, et le nombre de ouhes estN1;z = 61. Par onséquent, ave (4.12) on obtient N3;
0 = 153354. Le nombre de points dudomaine réduit que nous avons hoisi vaut N h3;
0 = 87990 (nous onsidérons 35 ouhes).En omplément, notons que le nombre de noeuds sur 1 et 2 est identique et égal àN1;1 = N1;2 = 36, et ave (4.14) on obtient N2;�1 = N2;�2 = 2196.



4.3 Résultats numériques 115Comparaison des modèles semi-lassique et quantique 3D à l'équilibreDans le as où le système se trouve à l'équilibre, on note que les potentiels de polari-sation v1 et v2 sont nuls. Par onséquent, le ourant total dans haun des guides est nul.Dans un premier temps, nous allons e�etuer une omparaison qualitative des résultatsdu alul de la densité életronique obtenus à l'aide du modèle semi-lassique (approxi-mation Thomas-Fermi) et du modèle quantique 3D, qui sont respetivement présentés surles �gures 4.5 et 4.6.
Figure 4.5: Pro�l de densité dansle stub dans le as du modèlesemi-lassique 3D à l'équilibre. Nousavons représenté les plans x = 0,x = Lx=2, et x = Lx, ainsi que leplan du gaz d'életrons.

Figure 4.6: Pro�l de densité dansle stub dans le as du modèle quan-tique 3D à l'équilibre. Nous avons re-présenté les plans x = 0, x = Lx=2,et x = Lx, ainsi que le plan du gazd'életrons.
Nous pouvons alors noter les deux observations suivantes :1. dans le as quantique omme dans le as semi-lassique, les életrons désertentles zones qui se situent sous les grilles en surfae. Dans le as semi-lassique, onremarque ependant, que le on�nement vertial de életrons se situent essentiel-lement au niveau de l'hétérojontion (dans notre exemple, à 35nm au dessous de



116 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsla surfae du omposant, 'est à dire à 150nm de la base). Il n'en va pas de mêmepour le as quantique, où la majorité des életrons se situent quelques nanomètresen dessous de l'hétérojontion, et où les életrons s'étalent de manière signi�ativedans la diretion z. Dans le but d'illustrer plus lairement notre remarque, nousavons représenté sur haune des �gures 4.7 et 4.8, les isoourbes de la densité éle-tronique pour les deux modèles et respetivement sur une oupe en x = 0 (au borddu omposant dans le guide d'onde) et sur une oupe en x = Lx=2 (au milieu duomposant dans la zone ative).
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Figure 4.7: Représentation des isoourbes de la densité dans le plan x = 0 pour le modèlesemi-lassique (à gauhe) et pour le modèle quantique.
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Figure 4.8: Représentation des isoourbes de la densité dans le plan x = Lx=2 pour le modèlesemi-lassique (à gauhe) et pour le modèle quantique.Nous on�rmons alors que dans le as quantique, le gaz d'életrons bidimensionnelest loalisé bien en dessous de l'hétérojontion, et qu'il est plus étalé. A l'aide dees derniers résultats, nous pouvons aussi onstater que, ontrairement au as semi-lassique, dans le as quantique, la probabilité de trouver un életron au dessus del'hétérojontion (z > 150nm) n'est pas nulle. Dans e dernier as, nos observations



4.3 Résultats numériques 117nous montrent qu'il existe bien un e�et tunnel omme ela avait déjà été on�rmédans le as du �l quantique dans [140℄.2. dans le as quantique, des perturbations sur la densité apparaissent très nettementdans la zone ative. Celles-i sont dues aux e�ets quantiques (omme les phénomènesd'interférene) qui sont prépondérants à l'intérieur de ette zone. Les di�érenesentre les pro�ls de la densité életronique pour les deux modèles dans le plan dugaz d'életrons peuvent être mieux appréiées à l'aide des résultats sur les densitéssurfaiques présentés sur la �gure 4.9.

Figure 4.9: Représentation de la densité surfaique pour le modèle semi-lassique (à gauhe)et pour le modèle quantique.Nous pouvons ainsi observer, toujours dans le as du modèle quantique, au milieude la zone ative sur les �gures 4.6 et 4.8, trois régions bien marquées où les éle-trons se retrouvent onentrés. Ce phénomène de on�nement est immédiatementdétruit, lorsque l'on s'éloigne un peu du milieu du stub. Il peut apparaître aussid'autres e�ets quantiques plus di�iles à identi�er (des phénomènes d'interféreneprobablement, mais aussi des e�ets de on�nement sur les rebords des avités dustub par exemple, et même de l'e�et tunnel).Remarque: les simulations tiennent ompte de l'injetion des porteurs dans lesdeux modes transverses des guides. Dans les as tests présentant un seul modetransverse, les e�ets quantiques dans la zone ative apparaissent plus prononés. Onobserve par exemple des zones de désertion en életrons dans la zone ative [95℄.Notons �nalement que dans le as semi-lassique de l'approximation de Thomas-Fermi, les harges qui partiipent au phénomène de ondution ne sont pas prisesen ompte et le potentiel n'est a�eté que par des harges �xes. En omparaisonave le modèle quantique, ette approximation semi-lassique donne des résultatsqui tendent à surestimer les densités de harges aumulées omme le montre la�gure 4.9.



118 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsNous allons apporter aux résultats préédemment établis, à savoir l'observation d'im-portantes di�érenes existantes entre les modèles semi-lassique et quantique, une om-paraison plus quantitative à l'aide de l'étude des di�érenes sur le potentiel. Nous neprésenterons pas les �gures des pro�ls potentiels obtenus pour les deux modèles, ar lesdi�érenes sur ette quantité ne pourraient sembler sur es observations que minimes.Toutefois l'étude qualitative préédente sur la densité n'a été rendue possible que parequ'une très �petite� variation du potentiel peut entraîner une très �grande� variation sur ladensité (les fontions d'onde dépendent �exponentiellement� du potentiel életrostatique).L'étude quantitative sur le potentiel onsiste don à traer les oe�ients de transmissionrelatifs à une onde injetée dans le guide 1 (par exemple) et transmise dans le guide 2,en fontion de l'énergie. Pour ette étude, nous nous plaerons dans le as monomodede telle sorte que l'injetion et la transmission ne s'e�etuent que sur le premier modetransverse des guides. Du fait que le potentiel dé�nit la géométrie dans laquelle vont semouvoir les életrons, les résultats sur la transmission de l'onde injetée dans le guide 1sont relatifs à un potentiel donné (à savoir dans notre as, le potentiel obtenu à l'aidedu modèle semi-lassique et elui obtenu à l'aide du modèle quantique). Les ourbes detransmission pour les deux modèles sont données sur la �gure 4.10.
Figure 4.10: Résultats des oe�-ients de transmission d'une onde in-jetée dans le guide 1 (et le mode 1),qui est transmise dans le guide 2 (etle mode 1), pour les deux modèles :semi-lassique et quantique.
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Nous pouvons alors onstater, qu'indépendamment du modèle, les ourbes de transmissionprésentent d'importantes variations qui se situent entre les valeurs d'une transmission to-tale T1!2 = 1 et d'une ré�exion totale T1!2 = 0. Ces mêmes types de résultats présentantdes fortes non-linéarités, avaient été obtenus ave l'étude simpli�ée bidimensionnelle surle stub életronique muni de murs in�nis de potentiels [128,129℄. Les résultats des ourbesde transmission montrent lairement que l'éhelle sur les énergies est di�érente pour lesmodèles semi-lassique et quantique. En e�et, les ourbes ont pour origine l'énergie dupremier mode transverse du guide d'injetion qui apparaît beauoup plus petite dans leas quantique. Ce déplaement sur les énergies peut s'expliquer par la prise en omptedu on�nement vertial pour les életrons dans le as quantique. A proximité du niveau



4.3 Résultats numériques 119fondamental de haque modèle, l'allure des ourbes (via un déplaement sur l'énergie) estdi�érente, tandis qu'elle semble qualitativement en aord (pour le as test étudié) pourdes énergies plus élevées. Par onséquent, ontrairement au as semi-lassique, la priseen ompte des réations de harge d'espae à l'aide du modèle quantique, va avoir ten-dane à modi�er le pro�l du potentiel de manière signi�ative pour les énergies prohes dupremier mode d'injetion. Pour les énergies plus élevées, les di�érents as tests e�etués(non présentés ii) pour di�érentes valeurs du potentiel de grille (e qui a pour e�et detransformer la géométrie du système), montrent aussi des di�érenes sur les ourbes detransmission (ontrairement au as test présenté).Compléments sur le modèle quantique 3DNous allons ompléter la desription du modèle quantique 3D à travers deux re-marques.1. Les fontions d'onde : quand une onde életronique est injetée dans le guidej0 = 1 et le mode m0 = 1, sa fontion d'onde assoiée est donnée par l'expression(2.51) ave M j0 = 1. Par onséquent, la fontion d'onde de ette onde transmisedans le guide j = 2 et le mode m = 1 est alors donnée par (2.52) ave M j = 1.Nous pouvons remarquer que si l'on s'éloigne à l'intérieur du guide tel que �j ! 0(j = 1; 2), la somme sur les modes évanesents dans es deux expressions tend às'annuler. Dans es onditions, nous pouvons véri�er que la densité de probabilitéj	E(x)j2 de trouver l'életron pour une énergie donné, est alors de type sinusoïdaledans la diretion longitudinale du guide inident 1, et de type onstant (ar égaleà jb21j2) dans la diretion longitudinale du guide en sortie 2. Dans notre étude, lazone ative 
0 omporte une grande partie des guides d'onde et nous pouvons alorssupposer, en première approximation, qu'aux limites du omposant sur les frontièresdes guides, la ontribution des ondes évanesentes au alul de la fontion d'ondeest négligeable.Remarque: nous avons aussi véri�é à travers nos simulations sur le alul des fon-tions d'onde et des ourbes de transmission que ette hypothèse s'avère orrete.Ainsi, le hoix du nombre d'onde évanesent maximumM sup qui a été �xé à 6 dansles simulations, s'avère être une majoration supérieure (très) su�sante.Si l'on observe maintenant les ourbes de transmission obtenues à travers la �gure4.10 pour le as quantique, nous pouvons remarquer, par exemple, que pour l'énergieE = �3:27 � 10�3 eV, la ré�exion dans le guide 1 est totale, tandis que pour l'éner-gie E = �1:34 � 10�3 eV, 'est la transmission dans le guide 2 qui est totale. Notonsque, quelle que soit la valeur de l'énergie, la somme du oe�ient de ré�exion et detransmission est bien égale à 1 en aord ave le résultat (2.66) de la proposition2.3. Nous avons don hoisi de représenter les densités de probabilité életronique(module de la fontion d'onde au arré) relatives à es deux énergies partiulières,ainsi que pour une énergie intermédiaire, ne présentant ni ré�exion totale, ni trans-mission totale, prise par exemple pour E = �3:43 � 10�3 eV. Pour un plus grand



120 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsonfort dans les observations, nous avons fait le hoix de représenter uniquementl'intégration sur l'axe des z de es densités de probabilité, e qui pourrait être inter-prété omme une projetion sur le plan du gaz d'életrons. Ainsi, nous dé�nissonsla fontion �(x; y) par �(x; y) = Z Lz0 j	(x)j2 dz: (4.87)La représentation des isoourbes des fontions �(x; y) pour le as d'une ré�exion to-tale, d'une transmission totale, et d'une situation intermédiaire, sont respetivementdonnées sur les �gures 4.11, 4.12 et 4.13.
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Figure 4.11: Représentationdes isoourbes de la fon-tion �(x; y) pour une énergieE = �3:27 � 10�3 eV relative àune ré�exion totale pour une ondeinidente dans le guide 1 et dans lemode 1. Dans e as, nous notonsque les valeurs des oe�ientsde ré�exion et de transmissionsont respetivement R11 = 0:98 etT 11!2 = 0:02.
Figure 4.12: Représentationdes isoourbes de la fon-tion �(x; y) pour une énergieE = �1:34 � 10�3 eV relative à unetransmission totale pour une ondeinidente dans le guide 1 et dans lemode 1. Dans e as, nous notonsque les valeurs des oe�ientsde ré�exion et de transmissionsont respetivement R11 = 0:01 etT 11!2 = 0:99.
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La ré�exion totale de l'onde sur la �gure 4.11 montre des osillations importantes(omportement sinusoïdal) dans le guide inident et l'absene d'életrons dans le
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Figure 4.13: Représentationdes isoourbes de la fon-tion �(x; y) pour une énergieE = �3:27 � 10�3 eV pour une ondeinidente dans le guide 1 et dans lemode 1. Dans e as, nous notonsque les valeurs des oe�ientsde ré�exion et de transmissionsont respetivement R11 = 0:49 etT 11!2 = 0:51.
guide en sortie. Par ailleurs, nous pouvons véri�er que dans le as d'une ré�exiontotale, le arré de la fontion d'onde dans le guide 1 donné à l'aide de l'expression(2.51) peut s'annuler (puisque jb11j2 = 1 et que nous ne tenons pas ompte des termesévanesents). Comme l'indique la �gure, le omportement sinusoïdal de l'onde passebien par une valeur nulle. Inversement, sur la �gure 4.12 on onstate qu'il n'existepas de omportement sinusoïdal dans le guide d'injetion (il n'existe qu'une trèsfaible ré�exion), l'onde est don totalement transmise. On retrouve à travers la �-gure 4.13, le omportement sinusoïdal et onstant de l'onde respetivement dans leguide inident et le guide en sortie. Notons toutefois dans e as un omportementsinusoïdal qui ne passe plus par la valeur nulle puisque la ré�exion n'est plus totale.2. Le modèle de quasi-équilibre sur les bords : la �gure 4.14 représente les iso-ourbes de la densité életronique sur une oupe en x = 0 (au bord du omposantdans le guide d'onde) à la fois pour le modèle quantique 3D (trae de la densité sur lafrontière déjà e�etuée sur la �gure 4.14), et pour le modèle de quasi-équilibre sur lesbords dérit dans l'annexe A. Rappelons qu'à travers le modèle de quasi-équilibre,nous faisons l'hypothèse que les guides d'onde peuvent s'interpréter omme des �lsquantiques in�niment longs. Dans le as du modèle quantique 3D, nous faisons l'hy-pothèse que l'in�uene des e�ets quantiques qui sont prépondérants au milieu de lazone ative (dans la avité), devient négligeable quand on s'éloigne à l'intérieur desguides (la zone ative 
0 omporte une grande partie des guides d'onde). Pour edernier as, nous utilisons don des onditions de Neumann homogènes nulles pourle potentiel életrostatique sur les frontières des guides d'onde aux limites du om-posant (invariane par translation du potentiel dans la diretion longitudinale duguide). Ce hoix sur les onditions aux bords assure au modèle 3D une plus grandestabilité numérique que le hoix de onditions aux bords de Dirihlet qui seraientobtenues à l'aide du modèle de quasi-équilibre. Nous observons sur la �gure 4.14que pour les deux modèles, les résultats montrent un on�nement transverse dans
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Figure 4.14: Représentation des isoourbes de la densité dans le plan x = 0 pour le modèle dequasi-équilibre (à gauhe) et pour le modèle quantique.le guide légèrement supérieur dans le as du modèle de quasi-équilibre. Le hoixdes onditions aux bords de Neumann homogènes nulles dans le as du modèle 3Dapparaît alors raisonnable.Remarque: un bon ompromis dans le hoix des onditions aux bords serait dedériver des onditions de type Robin sur les frontières �j des guides. Le modèle3D pourrait alors béné�ier (via un paramètre d'entrée) de la stabilité numériquedes onditions de Neumann et de l'exatitude des onditions de Dirihlet issues dumodèle de quasi-équilibre sur les bords.Comparaison des modèles quantique 3D et quasi-3D à l'équilibreLes résultats du alul de la densité életronique et de la densité surfaique obtenus àl'aide du modèle quantique quasi-3D à l'équilibre, sont présentés sur la �gure 4.15.

Figure 4.15: Pro�l de densité dans le stub dans le as du modèle quantique quasi-3D à l'équilibre(à gauhe), et représentation de la densité surfaique pour le modèle quantique quasi-3D.



4.3 Résultats numériques 123En omparant les résultats présentés sur les �gures 4.6 et 4.9 ave eux de la �gure 4.15,nous pouvons onstater que les résultats obtenus sur la densité à l'équilibre dans le asdu modèle quantique 3D et dans le as du modèle quantique quasi-3D sont quasimentidentiques. Nous pouvons illustrer notre remarque en hoisissant de traer sur la �gure4.16, les isoourbes sur la densité aux limites des guides d'onde sur une oupe en x = 0.Les résultats alors obtenus sont extrêmement prohes et en partiulier dans les zones oùla densité életrons est la plus élevée.
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Figure 4.16: Représentation des isoourbes de la densité dans le plan x = 0 pour le modèlequantique quasi-3D (à gauhe) et pour le modèle quantique 3D.La �gure 4.17 représente à la fois pour les deux modèles quantique 3D et quasi-3D, lesoe�ients de transmission relatifs à une onde injetée dans le guide 1 (par exemple) ettransmise dans le guide 2 dans une situation monomode, en fontion de l'énergie. Nousonstatons alors que les ourbes de transmission pour les deux modèles sont identiques etpar onséquent, les potentiels életrostatiques obtenus à travers les deux modèles sont lesmêmes.En résumé, les résultats numériques sur la densité et le potentiel obtenus pour les deuxmodèles montrent des di�érenes négligeables ou nulles (rappelons qu'il existe un résultatmathématique d'existene pour le as du modèle 3D). Les temps de alul des simulationsnumériques e�etuées sur un Compaq bi-proesseur (DS20E) sont présentés sur le tableausuivant (4.5). Modèle 3D Modèle quasi-3DDurée de la proédure du alul de la densité 4h 1mnNombre d'itérations avant onvergene � 19 � 19Durée totale de la simulation � 3 jours 20mnTableau 4.5: Réapitulatif des temps de alul du ode NESSIE pour les modèles quantiquesdans le as du stub életronique.
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Figure 4.17: Résultats des oe�-ients de transmission d'une onde in-jetée dans le guide 1 (et mode 1) etest transmise dans le guide 2 (et lemode 1) pour les deux modèles quan-tiques : 3D et quasi-3D.
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Du fait du grand nombre de systèmes linéaires à résoudre pour obtenir les fontionsd'onde tridimensionnelles et ela à haune des itérations sur le potentiel, les temps dealul des simulations numériques apparaissent nettement supérieurs dans le as du mo-dèle quantique 3D. Par ailleurs, le modèle 3D néessite de grandes quantités de mémoirepour pouvoir fontionner (et ela même en utilisant un stokage de type CSR pour lesmatries). Il semble di�ile, même en utilisant une mahine de alul à multi-proesseurs,d'obtenir des aratéristiques ourant-tension dans des temps raisonnables à l'aide dumodèle 3D.Remarque: le modèle hybride.Contrairement au as du modèle semi-lassique 3D, le modèle hybride prend en omptele on�nement vertiale des életrons. Nous pouvons alors véri�er que ontrairement auxrésultats sur la densité surfaique assoiés au modèle semi-lassique présentés sur la �gure4.9, les ordres de grandeur des résultats sur la densité surfaique de la �gure 4.18 obtenusave le modèle hybride, par rapport à eux obtenus ave le modèle quantique aussi sur la�gure 4.9 (ou la �gure 4.15), sont nettement supérieurs.Le modèle hybride semble par onséquent être une meilleure approximation du modèlequantique que le modèle semi-lassique. Cei peut aussi être mis en évidene en omparantles oe�ients de transmission qui on été obtenus à l'aide du modèle quantique et semi-lassique sur la �gure 4.10, et eux qui ont été reproduits ave les résultats du modèlehybride sur la �gure 4.19.
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Figure 4.18: Représentation de ladensité surfaique pour le modèle hy-bride.

Figure 4.19: Résultats des oe�-ients de transmission d'une onde in-jetée dans le guide 1 (et mode 1) ettransmise dans le guide 2 (et le mode1), pour les deux modèles : hybrideet quantique.
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126 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsCompléments sur le modèle quantique quasi-3DLa onstrution du modèle quasi-3D néessite di�érentes étapes de alul qui ont étédérites préédemment à l'aide du tableau (3.1). Nous proposons maintenant de présenterertains résultats relatifs au modèle quasi-3D (toujours après avoir obtenu la onvergenenumérique du système).
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φ2 Figure 4.20: Pro�l du potentielvertial U1 et représentation de l'al-lure des deux premières fontionspropres vertiales. Chaune des fon-tions propres vertiales a pour basela valeur de l'énergie propre qui luiest assoiée.
Le potentiel vertial U1(z), les deux premières fontions propres �1 et �2, ainsi queles niveaux d'énergie Ez1 et Ez2, assoiés au on�nement des életrons dans la diretionvertiale z, sont présentés sur la �gure 4.20. Rappelons que dans nos simulations seul lepremier niveau d'énergie vertial est oupé. Nous observons alors sur la �gure 4.20, queles életrons sont majoritairement on�nés un peu en dessous de l'hétérojontion. La po-sition z1 du plan du gaz d'életrons est donnée à l'aide de la formule (3.13). Nous trouvonsalors z1 ' 140:84nm, 'est à dire qu'il se situe environs à 9:16nm de l'hétérojontion.L'allure du potentiel életrostatique bU1(x; y) assoiée au premier mode propre vertialest donnée sur la �gure 4.21. Nous pouvons alors observer que le potentiel ne possèdeplus des murs de potentiel droit omme ela peut être le as en surfae du omposant(potentiel de grille), mais il redessine la géométrie des grilles en surfae à l'aide d'uneourbe lisse (potentiels mous).Finalement, nous représentons à travers la �gure 4.22, la trae du potentiel bU1 sur lebord du guide 1 (oupe en x = 0), ainsi que les trois premières fontions propres b�1p;1(p = 1; 2; 3) du guide assoiées aux énergies propres bE1p;1 (p = 1; 2; 3). Rappelons que dansnos simulations, l'injetion des ondes peut s'e�etuer sur les deux modes transverses. La�gure 4.22 met lairement en évidene le on�nement des életrons au entre du guide.
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Figure 4.21: Pro�l de potentiel bU1assoié au premier mode vertial etqui peut s'interpréter omme le po-tentiel du plan du gaz d'életrons. Lepotentiel redessine la géométrie desgrilles en surfae mais présente unenature lisse.
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Figure 4.22: Pro�l du potentielbU1 sur le bord du guide 1 (enx = 0)et représentation de l'alluredes trois premières fontions proprestransverses. Chaune des fontionspropres transverses a pour base la va-leur de l'énergie propre qui lui est as-soiée.



128 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsCaratéristiques ourant-tension obtenues ave le modèle quantique quasi-3DDans nos simulations, le potentiel de polarisation v1 assoié au guide 1 est nul, et nousfaisons varier le potentiel de polarisation v2 assoié au guide 2. Nous privilégions ainsi lairulation du ourant du guide 1 au guide 2 omme ela avait été indiqué sur la �gure2.5. La �gure 4.23, représente l'intensité I2 dans le guide 2 (I2 = �I1) en fontion dupotentiel de polarisation vp = v2 � v1. En omplément, nous avons aussi traé sur ette�gure la aratéristique linéaire ourant-tension qui dérive de la loi d'Ohm érite en (2.87)(à l'aide du alul de la ondutane) dans le as où la variation du potentiel vp est petite.Nous pouvons alors onstater un bon aord numérique entre les deux résultats pour desfaibles valeurs du potentiel (ourbes tangentes).
Figure 4.23: Représentations desaratéristiques ourant-tensionpour le stub életronique obtenuesà l'aide du alul de l'intensité dansle guide 2, ainsi que de la ara-téristique ourant-tension linéairedéduite de la loi d'Ohm pour desfaibles valeurs de potentiel vp.
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Remarque: dans le as test que nous avons hoisi, la aratéristique ourant-tension neprésente pas de forte non-linéarité (essentielle aux fontions pour l'életronique). Nousavons onstaté en outre (résultats non présentés ii), que l'allure de es aratéristiquessera fortement liée à la géométrie du dispositif (ontr�lée entre autres par le potentiel degrille).



4.3 Résultats numériques 1294.3.2 Le oupleur quantiqueLes di�érents paramètres qui aratérisent les dimensions du domaine 
0 du oupleurquantique, sont dérits sur la �gure 4.24. Nous posons Lx = 270nm et Ly = 260nm.Dans notre as, nous posons W = 50nm, et une largeur identique pour les quatre guidesLj = 50nm (j = 1; : : : ; 4). Les dimensions de grilles sont dé�nies par LG3 = LG4 = 50nm,LG1 = LG2 = 110nm et LG5 = 60nm. Le domaine !0 muni de sa triangulation T2;!0 , ainsique les domaines �1 et �4 (idem �2 et �3) munis de leur �triangulation� T2;�1 et T2;�4 , sontprésentés sur la �gure 4.25.

Lz
WL4L1LG3

LG4 L2 LG5L3LG2LG1 Figure 4.24: Desription deslongueurs aratéristiques dudomaine 
0. On note alorsque Lx = (LG1 +W + LG2) etLy = (LG3 + LG4 + LG5 + L1 + L4).

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Y (nm)

0

25

50

75

100

125

150

175

Z
 (

nm
)

Figure 4.25: Maillage du domaine !0 (à gauhe) et maillage du domaine [0; Lz ℄.Nous notons que le nombre de noeuds sur le maillage T2;!0 estN2;!0 = 4996, et le nombre deouhes est N1;z = 61. Par onséquent, ave (4.12) on obtient N3;
0 = 304756. Le nombrede points du domaine réduit que nous avons hoisi vaut N h3;
0 = 174860 (nous onsidérons35 ouhes). En omplément, notons que le nombre de noeuds sur j (j = 1; : : : ; 4) estidentique et égal à N1;j = 32 (j = 1; : : : ; 4).



130 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAsComparaison des modèles semi-lassique et quantique quasi-3D à l'équilibreDans le as où le système se trouve à l'équilibre, on note que les potentiels de po-larisation vj sont nuls. Par onséquent, le ourant total dans haun des guides est nul.Nous pouvons aussi remarquer que les dimensions des matries dans le as du oupleurquantique pour le modèle quantique 3D ont une taille nettement supérieure que dans leas du stub életronique. Dans ette setion, nous n'e�etuerons pas l'étude numériquede e dernier modèle et onformément aux résultats de l'étude sur le stub életronique,nous supposerons que le modèle quasi-3D représente une bonne approximation du modèlequantique 3D.Commençons par e�etuer une omparaison qualitative des résultats du alul de ladensité életronique obtenus à l'aide du modèle semi-lassique (approximation Thomas-Fermi) et du modèle quantique quasi-3D, et qui sont respetivement présentés sur les�gures 4.26 et 4.27.
Figure 4.26: Pro�l de densité dansle stub dans le as du modèlesemi-lassique 3D à l'équilibre. Nousavons représenté les plans x = 0,x = Lx=2, et x = Lx, ainsi que leplan du gaz d'életrons.
Par analogie ave les résultats obtenus sur le stub életronique, on note que les életronsdésertent les zones qui se situent sous les grilles en surfae quel que soit le modèle uti-lisé. Nous observons aussi que le on�nement vertial des életrons se situe en dessousde l'hétérojontion dans le as quantique. En omplément, le gaz d'életrons présente unétalement beauoup moins important dans le modèle semi-lassique, et la probabilité detrouver un életron au dessus de l'hétérojontion ave e modèle, est nulle. Dans le asquantique, des perturbations sur la densité apparaissent très nettement dans la zone a-tive. Celles-i sont dues aux e�ets quantiques (omme les phénomènes d'interférene) quisont prépondérants à l'intérieur de ette zone. La di�érene du pro�l de la densité éle-tronique pour les deux modèles dans le plan du gaz d'életrons peut être mieux appréiéeà l'aide des résultats pour les deux modèles sur les isoourbes de la densité életroniqueprésentées sur une oupe en x = Lx=2 (au milieu du omposant dans la zone ative) sur la�gure 4.28, ainsi que sur les résultats sur les densités surfaiques présentées sur la �gure4.36.



4.3 Résultats numériques 131

Figure 4.27: Pro�l de densité dansle stub dans le as du modèle quan-tique quasi-3D à l'équilibre. Nousavons représenté les plans x = 0,x = Lx=2, et x = Lx, ainsi que leplan du gaz d'életrons.
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Figure 4.28: Représentation des isoourbes de la densité dans le plan x = Lx=2 pour le modèlesemi-lassique (à gauhe) et pour le modèle quantique quasi-3D.
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Figure 4.29: Représentation de la densité surfaique pour le modèle semi-lassique (à gauhe)et pour le modèle quantique quasi-3D.Au milieu du oupleur, nous observons alors sur la �gure 4.28, que dans le as semi-lassique, les életrons se retrouvent onentrés prinipalement dans les zones de roise-ment des guides d'onde. Il n'en est pas de même pour le as quantique, où nous observonsl'apparition d'un phénomène de on�nement életronique (au milieu du oupleur), pré-sentant huit régions bien marquées où les életrons se retrouvent onentrés. L'in�uenedes phénomènes quantiques sur le pro�l de la densité est lairement visible sur la �gure4.36. Par ailleurs, nous pouvons enore véri�er sur l'exemple du oupleur quantique quel'approximation semi-lassique donne des résultats qui tendent à surestimer les densitésde harge aumulées.Nous proposons de réaliser une étude qualitative sur le potentiel à l'aide du alul desoe�ients de transmission relatifs à une onde injetée dans le guide 1 (par exemple) ettransmise dans les autres guides, en fontion de l'énergie. Rappelons que pour réaliserette étude, nous nous plaçons dans le as monomode de telle sorte que l'injetion et latransmission ne s'e�etue uniquement que sur le premier mode transverse des guides. Enomplément, nous allons inlure aussi dans nos résultats le as du modèle hybride. Lesourbes de transmission sont données pour les trois modèles sur la �gure 4.30 pour leguide 2, et sur la �gure 4.31 pour les guides 3 et 4.Les résultats sur les ourbes de transmission présentent de fortes non-linéarités pour tousles modèles. Dès lors, nous obtenons les mêmes types de résultats qu'ave l'étude sim-pli�ée bidimensionnelle réalisée sur le oupleur quantique privée des réations de harged'espae [96℄. Dans notre as, nous remarquons que les résultats obtenus sur les troismodèles sont relativement di�érents. Par onséquent, la prise en ompte des réations deharge d'espae à l'aide du modèle quantique est essentielle ar elle va modi�er le pro�l dupotentiel de manière signi�ative. Par ailleurs, le déplaement sur les énergies, qui peuts'expliquer par la prise en ompte du on�nement vertial pour les életrons, est mieuxappréié ave les résultats obtenus à l'aide du modèle hybride.Si l'on observe maintenant les ourbes de transmission obtenues à travers les �gures
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Figure 4.30: Résultats des oe�-ients de transmission d'une onde in-jetée dans le guide 1 (et le mode1) et transmise dans le guide 2 (etle mode 1), pour les trois modèles :semi-lassique, hybride et quantiquequasi-3D.
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Figure 4.31: Résultats des oe�-ients de transmission d'une onde in-jetée dans le guide 1 (et le mode 1)et transmise dans les guides 3 et 4 (etle mode 1), pour les trois modèles :semi-lassique, hybride et quantiquequasi-3D.



134 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs4.30 et 4.31 pour le as quantique quasi-3D, nous pouvons remarquer que pour l'énergieE = �3:6 � 10�3 eV, par exemple, la ré�exion dans le guide 1 est totale (toutes les trans-missions s'annulent), tandis que pour l'énergie E = �0:91 � 10�3 eV, 'est la transmissiondans le guide 3 qui est privilégiée (très élevée). Nous avons hoisi de représenter les iso-ourbes des fontions �(x; y) (dé�nies en (4.87)) relatives à es deux énergies partiulièresqui sont respetivement données sur les �gures 4.32 et 4.33.
Figure 4.32: Représentationdes isoourbes de la fon-tion �(x; y) pour une énergieE = �3:6 � 10�3 eV relative à uneré�exion totale pour un onde ini-dente dans le guide 1 et dans le mode1. Dans e as, nous notons que lesvaleurs des oe�ients de ré�exionet de transmission sont respeti-vement R11 = 0:986, T 11!2 = 0:002,T 11!3 = 0:004 et T 11!4 = 0:008.
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Figure 4.33: Représentationdes isoourbes de la fon-tion �(x; y) pour une énergieE = �0:91 � 10�3 eV relative à unetransmission très élevé dans le guide3 (et légère dans le guide 4) pourun onde inidente dans le guide 1 etdans le mode 1. Dans e as, nousnotons que les valeurs des oe�-ients de ré�exion et de transmissionsont respetivement R11 = 0:005,T 11!2 = 0:033, T 11!3 = 0:807 etT 11!4 = 0:155.Quelle que soit la valeur de l'énergie, la somme du oe�ient de ré�exion et de transmissionest bien égale à 1 en aord ave le résultat (2.66) de la proposition 2.3. La ré�exion totalede l'onde sur la �gure 4.32 montre des osillations (omportement sinusoïdal qui passepar la valeur nulle) dans le guide inident et l'absene d'életrons dans les guides ensortie. Inversement, sur la �gure 4.33, on onstate qu'il n'existe pas de omportement



4.3 Résultats numériques 135sinusoïdal dans le guide d'injetion (il n'existe qu'une très faible ré�exion), l'onde estdon totalement transmise dans les guides en sortie. Sur e dernier exemple, le guide ensortie 3 est alors privilégié et l'on note un petit e�et �bakward� pour la sortie 4.Compléments sur le modèle quantique quasi-3DLa onstrution du modèle quasi-3D néessite di�érentes étapes de alul déritespréédemment dans le tableau (3.1). Nous proposons maintenant de présenter ertainsrésultats relatifs au modèle de quasi-3D (toujours après avoir obtenu la onvergene nu-mérique du système).Le potentiel vertial U1(z), les deux premières fontions propres �1 et �2, ainsi queles niveaux d'énergie Ez1 et Ez2, assoiés au on�nement des életrons dans la diretionvertiale z, sont présentés sur la �gure 4.34.
Figure 4.34: Pro�l du potentielvertial U1 et représentation de l'al-lure des deux premières fontionspropres vertiales. Chaune des fon-tions propres vertiales a pour basela valeur de l'énergie propre qui luiest assoiée.
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Rappelons que dans nos simulations, seul le premier niveau d'énergie vertial est oupé.Nous observons alors sur la �gure 4.34, que les életrons sont majoritairement on�nés unpeu en dessous de l'hétérojontion. La position z1 du plan du gaz d'életrons est donnéeà l'aide de la formule (3.13), nous trouvons alors z1 ' 139:64nm, 'est à dire qu'il se situeenviron à 10:36nm de l'hétérojontion. Dans le as du oupleur quantique, le plan du gazd'életrons se trouve don à une distane de l'hétérojontion un peu supérieure à la dis-tane trouvée lors de l'étude sur le stub életronique. Nous pouvons aussi remarquer, parailleurs, à travers les �gures 4.20 et 4.34, que le gaz d'életrons semble s'étaler davantagedans le as du oupleur quantique (sans doute pare que les dimensions de la zone ativeoù irulent les életrons sont plus importantes dans le as du oupleur quantique).L'allure du potentiel életrostatique bU1(x; y) assoiée au premier mode propre vertialest donné sur la �gure 4.35. Nous pouvons alors observer que le potentiel ne possède plusdes murs de potentiel droit omme ela peut être le as en surfae du omposant (poten-tiel de grille), mais il redessine la géométrie des grilles en surfae à l'aide d'une ourbe lisse.



136 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs
Figure 4.35: Pro�l de potentiel bU1assoié au premier mode vertial etqui peut s'interpréter omme le po-tentiel du plan du gaz d'életrons. Lepotentiel redessine la géométrie desgrilles en surfae mais présente unenature lisse (potentiels mous).

Finalement, nous représentons à travers la �gure 4.36, la trae du potentiel bU1 sur lebord du guide 1 (oupe en x = 0) et sur le bord du guide 4 (oupe en x = 0), ainsi queles deux premières fontions propres b�1p;1 et b�4p;1 (p = 1; 2) des guides 1 et 4, assoiées auxénergies propres bE1p;1 et bE4p;1 (p = 1; 2). Dans nos simulations, l'injetion des ondes peut
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Figure 4.36: Pro�l du potentiel bU1 sur le bord du guide 1 (à gauhe) et sur le bord du guide4. Les trois premières fontions propres transverses sont aussi représentées ainsi que la valeur del'énergie propre qui leur est assoiée (valeur à la base de la fontion).s'e�etuer sur les deux modes transverses. La �gure 4.36 met lairement en évidene leon�nement des életrons au entre du guide.Caratéristiques ourant-tension obtenues ave le modèle quantique quasi-3DDans nos simulations, le potentiel de polarisation v1 assoié au guide 1 est nul, et nousavons hoisi de faire varier de manière identique les potentiels de polarisation v2, v3 et v4assoiés respetivement au guide 2, 3 et 4. Nous privilégions ainsi la irulation du ourant



4.3 Résultats numériques 137du guide 1 au guide 2, 3 et 4. La �gure 4.37 représente les intensités I2, I3 et I4 dansles guides 2, 3 et 4 en fontion du potentiel de polarisation vp = vj � v1 (8j(j 6= 1)). Enomplément, nous avons aussi traé sur ette �gure les aratéristiques linéaires ourant-tension qui dérivent de la loi d'Ohm érite en (2.87) (à l'aide du alul de la ondutane)dans le as où la variation du potentiel vp est petite. Nous onstatons alors un bon aordnumérique pour des faibles valeurs du potentiel (ourbes tangentes).
Figure 4.37: Représentations desaratéristiques ourant-tensionpour le oupleur quantique obtenuesà l'aide du alul de l'intensité dansles guides 2, 3 et 4, ainsi que desaratéristiques ourant-tensionlinéaires issues de la loi d'Ohm pourdes faibles valeurs de potentiel vp.
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Remarque: dans le but de privilégier l'injetion dans tel ou tel guide, nous pourrions, parexemple, faire varier indépendamment les potentiels des di�érents guides. La géométrie dusystème étant ontr�lée par le potentiel de grille, la variation de elui-i pourrait mettreen évidene des aratéristiques ourant-tension présentant des fortes non-linéarités.
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140 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�5.1 Position du problèmeLe domaine bidimensionnel restreint 
 du transistor sur lequel nous allons e�etuerl'étude du transport quantique, est dé�ni à travers la �gure 5.1. Dans le as du problème
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Figure 5.1: Restrition de la zone d'étude 
 du transistor MOSFET (à gauhe), et présentationdes frontières assoiées �1, �2, �B et �T.modèle, le domaine 
 était onstitué des guides d'ondes et de la zone ative. Dans notreétude bidimensionnelle, nous allons supposer que le transistor se trouve dans un état dequasi-équilibre aux bords x = �lx et x = +lx du domaine 
. Nous supposerons alorsque le système est équivalent à un dispositif possédant deux guides életroniques lesquelssont loalisés sur les frontières �1 et �2. Par suite nous hoisirons d'étendre la zone ativebidimensionnelle 
0 jusqu'aux limites de la géométrie d'étude 
. Nous noterons alors
0 =℄� lx; lx[�℄� lz; Lz[; (5.1)où lz représente l'épaisseur de l'Oxyde, et Lz l'étendu du substrat de Siliium que nousonsidérons (onditions de neutralité életrique).Remarque: l'épaisseur lz de la ouhe SiO2 sera hoisie très petite. Elle doit ependantêtre supérieure à une ertaine limite. En e�et, le ourant qui irule entre le Siliium etla grille, induit par e�et tunnel des életrons doit être négligeable [101℄.Nous noterons enore �
0 = �1 [ �2 [ �B [ �T; (5.2)où �1 et �2 représentent les bords respetifs en x = �lx et x = +lx, et où �B et �Treprésentent la base ( B : Bottom) et la grille en surfae (T : Top) du omposant (relatifau domaine 
0).Dans notre étude, nous onsidérerons un transistor MOSFET à anal N où le ourantprovient du déplaement d'életrons. Nous supposons que l'injetion des életrons (ondes



5.1 Position du problème 141inidentes) s'e�etue diretement dans les guides et que les tensions de polarisation auxlimites guides d'onde-zone ative peuvent être alulés à partir des tensions de polarisationde la soure et du drain à l'aide d'une équation de quasi-neutralité. En e�et, il existe dansles réservoirs d'életrons, 'est à dire dans la soure et le drain, des zones dites de quasi-neutralité (ette approhe ne tient pas ompte des életrons de ondution) où le nombred'életrons et d'ions négatifs est égal au nombre de trous et d'ions positifs (voir �gure5.2). On obtient alors n� p+N+D �N�A = 0: (5.3)
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Figure 5.2: Zone de quasi-neutralité dans la soure (mêmepro�l dans le drain).

Diretement aux points de ontats ohmiques de la soure et du drain, où le dopage eststritement positif et égal à n+D, nous obtenons alors une équation de neutralité entre laonentration des donneurs et la densité d'életronsn+D = n(vj; �j) j = 1; 2: (5.4)
Remarque: nous notons VDS = v2 � v1 la tension entre la soure et le drain.Toutes les hypothèses (2.1) énonées au hapitre 2 dans le adre du problème modèlerestent valables onernant l'appliation aux �nano-MOSFETs�. Dans des dispositifs detrès petite taille, le on�nement des életrons dans le anal néessite une desriptionquantique. Sur ette base, di�érents modèles �quasi-2D� qui onsidèrent un transportéletronique semi-lassique dans la diretion longitudinale du anal, ont été élaborés parexemple dans [116, 117℄. Cependant, pour une taille du anal su�samment petite, letransport des életrons dans la diretion longitudinale du anal pourrait aussi dépendredes phénomènes quantiques tel que l'e�et tunnel. Nous allons don présenter un modèlequantique bidimensionnel qui tient ompte des réations de harge d'espae des életrons(et des trous).



142 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�5.2 Desription du transport quantiqueDans le but d'établir le modèle de transport pour les életrons et les trous sur ledomaine 
0, nous allons nous inspirer des résultats du problème modèle pour un as bi-dimensionnel. Notons que, dans notre as, le Siliium est un matériau semi-onduteurnon-isotrope. Dans ette setion, nous établirons dans un premier temps le modèle detransport des életrons, puis des trous, avant de présenter une synthèse sur les systèmesnon-linéaires ouplés, et sur les propriétés du ourant életronique. Finalement, nous pré-senterons la disrétisation des équations néessaires à la résolution du problème.5.2.1 Le modèle de transport des életronsLes n életrons dans l'unité de volume de e monoristal sont répartis en six groupesidentiques de population n=6. En e�et, dans l'espae des veteurs d'onde, les életronsqui possèdent une énergie E(k) sont répartis sur six ellipsoïdes de révolution autour desaxes kx, ky et kz. Ces ellipsoïdes sont déduites par des opérations de symétrie du ube(voir �gure 5.3).
Figure 5.3: Pro�l des surfaesd'énergie onstante dans le Si. Leséletrons sont répartis dans six ellip-soïdes. 2

1

3

Le Siliium est un semi-onduteur à gap indiret. Il existe une anisotropie dans lesextremums de la bande de ondution qui onduit à dé�nir pour les életrons une massee�etive longitudinale m�l et une masse e�etive transverse m�t . Les masses e�etivesdépendent de la nature du semi-onduteur dans la diretion z. Nous noterons m� lamasse e�etive des életrons dans l'oxyde SiO2. Adoptons la notation (m�x; m�y; m�z) quidé�nit les masses e�etives dans les diretions x; y; z. Nous obtenons alors trois types derésonanes dans le as du Siliium (voir �gure 5.3) :1. une on�guration (m�t ; m�t ; m�l ) qui dé�nit une masse e�etive m�l dans la diretionz (diretion de quanti�ation), et m�t dans la diretion de transport x.2. une on�guration (m�l ; m�t ; m�t ) qui dé�nit une masse e�etive m�t dans la diretionz (diretion de quanti�ation), et m�l dans la diretion de transport x.



5.2 Desription du transport quantique 1433. une on�guration (m�t ; m�l ; m�t ) qui dé�nit une masse e�etive m�t dans la diretionz (diretion de quanti�ation), et m�t dans la diretion de transport x.Le alul de la densité életronique tient ompte de la ontribution des életrons pour lessix ellipsoïdes, elle peut alors être déomposer ommen = 2ne(m�t ; m�t ; m�l ) + 2ne(m�l ; m�t ; m�t ) + 2ne(m�t ; m�l ; m�t ); ) (5.5)où ne(m�x; m�y; m�z) dé�nit la densité életronique pour une seule ellipsoïde à une on�gu-ration des masses e�etives (m�x; m�y; m�z) dans les diretions x; y; z. Dans la diretion yperpendiulaire au transport, les propriétés physiques du transistor sont invariantes partranslation. De e fait, nous onsidérons des fontions d'onde planes dans la diretion y(deux sens de propagation pour le veteur d'onde ky). La fontion d'onde 	(x) du pro-blème tridimensionnel (invariant dans la diretion y) pour une énergie E donnée se notealors 	(x) = eikyy (x; z); (5.6)où la fontion d'onde  (x; z) est la fontion d'onde bidimensionnelle dé�nie sur 
0. Lealul de la densité életronique (via la résolution de 	) peut être abordé soit par desonsidérations purement életrostatiques dans une approhe semi-lassique, soit de ma-nière plus réaliste par une approhe quantique.L'approhe semi-lassiqueNous hoisissons d'utiliser l'approximation de Thomas-Fermi a�n de aluler la densiténe dans le as général des masses e�etive (m�x; m�y; m�z) dans les diretions x; y; z. Dansette approhe, les fontions  sont des ondes planes puisque l'énergie dépend du potentielloal. D'après la dé�nition (2.30) de la densité à l'équilibre (auune tension de polarisationentre les guides), nous obtenonsne(m�x; m�y; m�z) = 2 ZR3 fFD�E(k)� �� dk(2�)3 ; (5.7)ave dans notre as E = ~2k2x2m�x + ~2k2y2m�y + ~2k2z2m�z + U(x; z): (5.8)Après aluls, on obtientne[V (x; z)℄ = p2�2 �M��~2� 32 F1=2��(�� U(x; z))�; (5.9)aveM� = (m�xm�ym�z) 13 et où F1=2(�f) est l'intégrale de Fermi-Dira déjà dé�nie en (3.59).Dans le as du siliium et d'après (5.5), on obtientn[V (x; z)℄ = 6ne[V (x; z)℄ ave M� = �m�l (m�t )2� 13 : (5.10)



144 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�L'approhe quantiqueLa fontion d'onde  (x; z) est solution de l'équation de Shrödinger stationnaire bi-dimensionnelle dans l'approximation de la masse e�etive dans 
0. Dans le as généraldes masses e�etives (m�x; m�y; m�z) dans les diretions x; y; z, l'équation (2.6) peut alorss'érire8>>>>><>>>>>: �~22 �rfM�1x;z (z)r (x; z)� + U(x; z) (x; z) = �E � ~2k2y2m�y(z)� (x; z) dans 
0; (x; z) = 0; sur �B [ �T;Conditions aux bords d'ondes entrantes sur �1 et �2; (5.11)
ave fMx;z le tenseur de masse e�etive dans les diretion (x,z) qui se notefMx;z = � m�x 00 m�z � si z > 0 (as du Siliium) ; (5.12)ou fMx;z = m� � 1 00 1 � si z � 0 (as de l'Oxyde) : (5.13)Notons enore U(x; z) l'énergie potentielle dé�nie parU(x; z) = �qV (x; z) + E(z); (5.14)où E(z) est l'énergie potentielle liée au bas des bandes de ondution des divers ouhessemi-ondutries (E est don une fontion onstante par moreaux sur z).Les onditions aux bords de Dirihlet nulles sur �T et �B traduisent le fait que laprobabilité de trouver un életron sur es bords est nulle. En e�et, l'épaisseur ly de l'Oxydeest hoisie su�samment grande a�n que l'e�et tunnel entre la grille et le Siliium soitnégligeable. Il nous reste don à déterminer les onditions aux bords entrantes sur les�j. Le potentiel életrostatique Vj étant supposé onnu et transverse autour de �j, lesbords �j peuvent par onséquent être onsidérés omme des limites guides d'onde-zoneative. On se propose alors de reprendre une à une les démarhes du problème modèle.Dans un premier temps, on note Uj le potentiel dans le guide j, tel que U1(z) = U(�lx; z)et U2(z) = U(lx; z). L'équation de Shrödinger transverse exprimée sur les bords �j,(j = 1; 2) se note alors8>>>>>>><>>>>>>>:

�~22 ddz� 1m�z(z) ddz�jm(z)� + Uj(z)�jm(z) = Ejm�jm(z) dans ℄� lz; Lz[;�jm(z) = 0 sur z = �lz et z = Lz;Z Lz�lz �jm�jm0 dz = Æm;m0 ; (5.15)



5.2 Desription du transport quantique 145où �jm sont les veteurs propres transverses à valeurs dans R assoiés aux valeurs propresréelles transverses Ejm. f�jmgm2N� forme une base orthonormée de L2(�j)). Une fontion	 qui satisfait (5.11) dans le guide j peut s'érire (x; z) = 1Xm=1 f jm(x)�jm(z): (5.16)En insérant l'expression (5.16) de la fontion d'onde dans (5.11), on obtient alors lesfontions d'onde longitudinales f jm, solutions de l'équation de Shrödinger suivante :�~22 d2dx2f jm(x) = Xm0 f jm0(x)(E � Ejm)�Z Lz�lz m�x(z)�jm(z)�jm0(z) dz�+Xm0 f jm0(x)~2k2y2 �Z Lz�lz m�x(z)m�y(z)�jm(z)�jm0(z) dz�; (5.17)
ave 8<: x 2 [�lx;+1[ si j = 1;x 2 [+lx;+1[ si j = 2;où f jm(x) est une fontion bornée. L'équation de la fontion d'onde f jm dans le guide j(5.17) fait apparaître des termes non-diagonaux pour m0 6= m.Hypothèse 5.1 Dans notre étude nous prenons en ompte uniquement les termes dia-gonaux de l'équation (pour m0 = m). Nous supposons alors queZ Lz�lz m�x(z)�jm(z)�jm0(z) dz << Z Lz�lz m�x(z)j�jm(z)j2 dz; (5.18a)etZ Lz�lz m�x(z)m�y(z)�jm(z)�jm0(z) dz << Z Lz�lz m�x(z)m�y(z) j�jm(z)j2 dz: (5.18b)L'équation (5.17) peut maintenant s'érire� ~22M�x d2dx2 f jm(x) = f jm(x)�E � ~2k2yM�x=y2M�x � Ejm�; (5.19)où l'on note M�x = Z Lz�lz m�x(z)j�jm(z)j2 dz; (5.20)et M�x=y = Z Lz�lz m�x(z)m�y(z) j�jm(z)j2 dz: (5.21)



146 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�Par analogie ave l'équation (2.11) établie dans le adre de la présentation de la méthodeQTBM pour le problème modèle du hapitre 2, nous trouvons les onditions entrantesaux bords �j pour l'équation de Shrödinger (5.19), indépendantes des oe�ients desamplitudes des ondes ré�éhies et transmises dans les guides�x j�j = Mj(E)Xm=1 ikjm(E)(�2ajm +  jm)�jm(z)� 1Xm=Mj(E)+1 kjm(E) jm�jm(z); (5.22)ave :� kjm(E), le nombre d'onde (suivant x)kx � kjm(E) =  2M�x~2 �����E � ~2k2yM�x=y2M�x � Ejm�����! 12 : (5.23)� M j(E), le nombre de modes propagatifsM j(E) = supm (m � 1; E � ~2k2yM�x=y2M�x ! > Ejm) : (5.24)� ajm, l'amplitude de l'onde inidente du guide j pour le mode m.�  jm, le oe�ient dé�ni par  jm = Z Ly�ly  �jm dz: (5.25)Nous sommes don en mesure de résoudre l'équation de Shrödinger (5.11) dans 
0 munides onditions (5.22) à l'aide de la formulation variationnelle du problème et e quel quesoit la on�guration de masse e�etive (m�x; m�y; m�z) (Rappelons que nous avons démontrél'existene et l'uniité des solutions dans le as du problème modèle).Nous allons maintenant établir l'expression de la densité életronique ne(m�x; m�y; m�z)dans le as général d'une on�guration de masse e�etive (m�x; m�y; m�z) dans les diretionsx; y; z. Notons  j0;m0;kx, la fontion d'onde solution du problème (5.11) pour une ondeinjetée dans le guide j0, le mode transverse m0 et assoiée à une impulsion kx (kx > 0ar un seul sens d'injetion), telle queajm = Æj;j0Æm;m0 : (5.26)La relation de dispersion se note alorsE(j0; m0; kx; ky) = Ej0m0 + ~2k2yM�x=y2M�x + ~2k2x2M�x : (5.27)Alors la densité életronique est donnée par un mélange statistique d'états eikyy (x; z)reliés à la distribution de Fermi-Dira assoiée au guide j (dans notre as, la soure, sij = 1, ou le drain, si j = 2)ne = 2 2Xj0=1Xm0 Z 10 j j0;m0;kxj2 ZR fFD�E(j0; m0; kx; ky)� �j0�dky2� !dkx2� : (5.28)



5.2 Desription du transport quantique 147Nous obtenons enore après alulsne = 1�2 2Xj0=1Xm0  2M�x�~2M�x=y!1=2 Z 10 j j0;m0;kxj2 G ���j0 � Ej0m0 � ~2k2x2M�x �! dkx; (5.29)où G(�f ) est une intégrale déjà dé�nie en (A.8).En résumé, a�n de déterminer la densité életronique, nous serons amenés à résoudretrois types d'équations de Shrödinger relatives aux six ellipsoïdes d�énergie E donnée.Nous pouvons alors dé�nir les fontions d'ondes, solutions de (5.11), par :�  tl(x; z) assoié à une on�guration (m�t ; m�t ; m�l ).�  lt(x; z) assoié à une on�guration (m�l ; m�t ; m�t ).�  tt(x; z) assoié à une on�guration (m�t ; m�l ; m�t ).Dans le as de l'Oxyde (z � 0), m�x, m�y et m�z sont égaux à m�. La densité életroniques'obtient à partir de (5.5) et se noten[V ℄(x; z) = 2ne(m�t ; m�t ; m�l ) + 2ne(m�l ; m�t ; m�t ) + 2ne(m�t ; m�l ; m�t ): (5.30)5.2.2 Le modèle de transport des trousLes trous sont onentrés dans la bande de valene, il existe un seul minima équivalentmais deux types de trous� des trous lourds possédant une masse e�etive m�hh� des trous légers possédant une masse e�etive m�lhPour un système se trouvant à l'équilibre, nous pouvons utiliser un modèle semi-lassiquevia l'approximation de Thomas-Fermi à l'aide de la dé�nition (2.32). Nous obtenons alorsla densité des trous par analogie ave le alul de la densité des életrons dans le assemi-lassique de la setion préédentep[V (x; z)℄ = p2�2 �M�h�~2� 32 F1=2��(U(x; z)��(z) � �)�; (5.31)ave M�h = �m�lh 32 +m�hh 32� 23 ; (5.32)et où �(z) dé�nit le gap d'énergie entre la bande de ondution et la bande de valenedes matériaux semi-onduteurs. Rappelons que les trous qui apparaissent dans le nano-MOSFET se situent majoritairement dans les zones où le dopage est négatif. Dans esrégions, on pourra noter que les variations du potentiel sont petites si on les ompare avela longueur d'onde des trous. Par onséquent, nous n'allons pas développer un modèlede transport quantique pour un système hors-équilibre (tension de polarisation dans lesports). Et nous hoisissons alors d'exprimer le transport des trous à l'aide d'un modèlede type dérive-di�usion.



148 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�Dans un système hors-équilibre, nous utilisons aussi l'approximation de Thomas-Fermi(5.31) pour laquelle nous onsidérons un potentiel himique � non plus onstant maisdépendant de x et z. Ce potentiel himique �(x; z) est alors solution de l'équation de typedérive-di�usion r��ppr�(x; z)� = 0; (5.33)ave p[V (x; z); �(x; z)℄ la densité de trous et �p la mobilité des trous (traditionnellementnotée �p). La mobilité des trous peut être onsidérée omme onstante en première ap-proximation. Nous pouvons aussi la faire dépendre du potentiel életrostatique ommeela a été dérit par exemple dans [22℄. Les onditions aux bords du domaine 
0 que noushoisissons d'utiliser sont dé�nies par8>>>><>>>>: (r�:n) = 0 sur �T et �B;�(x) = �1 sur �1;�(x) = �2 sur �2: (5.34)
5.2.3 Conditions aux bords sur le potentielDe manière similaire au as du problème modèle, la densité de harge d'espae � s'éritsur 
0 en tenant ompte du déséquilibre loal existant, d'une part entre les donneursionisés N+D et la densité életronique libre n, et d'autre part entre les aepteurs ionisésN�A et les trous libres p. On obtient alors�(x; z) = q(N+D (x; z)�N�A (x; z)� n(x; z) + p(x; z)): (5.35)Le potentiel életrostatique V présent dans le dispositif est alors solution de l'équation dePoisson �r��r(z)rV (x; z)� = �(x; z)�0 dans 
0; (5.36)où �r(z) représente la onstante diéletrique relative des ouhes semi-ondutries SiO2et Si dans la diretion z. Dans notre as, les onditions aux bords pour le potentiel éle-trostatique sur les bords �
0 que nous utilisons sont :� des onditions de Neumann homogènes nulles sur la limite du substrat en �B,(z = Lz). En e�et, loin à l'intérieur du substrat (.a.d. pour Lz su�samment grand),nous supposons des onditions de neutralité életrique.� des onditions de Dirihlet homogènes sur la surfae du omposant en �T (z = Lz).Nous notons VG le potentiel appliqué sur la grille en surfae sur �T� des onditions aux bords de Dirihlet, notées Vj sur �j (j = 1; 2), qui dérivent del'hypothèse de quasi-équilibre sur es bords et qui sont expliitées dans l'annexe B.



5.2 Desription du transport quantique 149Remarque: ontrairement à l'étude sur les dispositifs AlGaAs/GaAs, dans la zoneative 
0 dans le as des nano-MOSFETs, seules des petites parties autour de �1et �2 sont assimilables à des guides d'onde. En d'autres termes, dans notre modèle,nous supposons que le potentiel est transverse presque uniquement sur es frontières.Le hoix des onditions aux bords de Neumann sur les guides semble bien appropriépour l'étude de dispositifs présentant des guides d'onde su�samment longs. Ce n'estpas le as dans notre modèle, et e hoix laisse plae au hoix de onditions auxbords de Dirihlet plus adéquat pour dé�nir une ondition de quasi-équilibre (paranalogie ave la dé�nition des onditions de quasi-équilibre sur les bords des ompo-sants AlGaAs/GaAs dans le as du modèle quantique 3D présentées dans l'annexeA).En résumé, les onditions aux bords du potentiel életrostatique sont dé�nies par8>>>><>>>>: V (x; z) = VG sur �T (z = �lz);(rV:n) = 0 sur �B; (z = Lz)V (x; z) = Vj sur �j (x = �lx; x = lx): (5.37)
Remarque: par analogie ave les onditions aux bords pour le potentiel dé�nies en (2.4)dans le adre du problème modèle, nous pouvons onstater que�0N = �B et �0D = �T:En omplément, les onditions de Neumann sur les bords �j laissent plae à des onditionsde Dirihlet.Les aluls de la densité életronique et de la densité de trous dépendent du potentieléletrostatique. Le alul du potentiel életrostatique dépendant de la réation de harged'espae des életrons et des trous, il néessite don une résolution auto-ohérente.5.2.4 RéapitulatifDans le as d'un modèle semi-lassique, la densité des életrons et elle des trousrespetivement donnée en (5.10) et (5.31), sont des fontionnelles loales en x; z. Nousavons détaillé dans le adre du problème modèle dans le hapitre 2 l'étude de e sys-tème Thomas-Fermi/Poisson dont les résultats d'existene et d'uniité de la solution sontassurés par le théorème 2.2. Pour résoudre e problème, nous utilisons la méthode derésolution numérique de Newton présentée dans l'annexe C.Dans le as d'un modèle quantique, la densité életronique établie en (5.29) et (5.30),est une fontionnelle non loale en x; z, l'existene de solutions du système Shrödin-ger/Poisson est assurée à l'aide du théorème 2.3. Dans le but de résoudre numériquemente système ouplé, nous utilisons la méthode impliite des itérations de Gummel présentée



150 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�dans l'annexe C.Tous les résultats du hapitre 2 onernant le alul des oe�ients de transmission,du ourant, de l'intensité, et de la ondutane, peuvent s'appliquer dans notre as. Lafontion d'onde multidimensionnelle 	 se note maintenant  , et toutes les autres nota-tions restent inhangées. Dans le alul du ourant, nous tiendrons aussi ompte de laontribution de toutes les fontions d'onde relatives aux életrons qui se trouvent dans lesdi�érentes ellipsoïdes.Remarque:� la résolution du système non-linéaire Shrödinger/Poisson 1D établi dans l'annexe Best relative aux onditions de quasi-équilibre sur les bords, pourra aussi s'e�etuer àl'aide de la méthode de alul impliite des itérations de Gummel. Signalons toutefoisque l'utilisation d'une méthode de Newton pour e problème spéi�que a été déritedans [84℄.� dans les situations hors-équilibres, il est néessaire de résoudre l'équation non-linéaire de dérive-di�usion pour les trous sur le potentiel himique (5.33). Nousallons utiliser la méthode de Newton non plus pour résoudre une équation du type(C.1) omme ela a été préisé dans l'annexe C, mais pour résoudre l'équation (à V�xé) suivante : r�G[�(x)℄r�(x)� = 0; (5.38)où G[�(x)℄ = �pp[�(x)℄ est une fontionnelle de � loale en x. PosonsF [�℄ = r�G[�℄r��: (5.39)La dérivée de F par rapport à � et appliquée à ��, peut alors s'érire�DVF(�)���(x) = �r�G 0[�℄��r�� +rG[�℄r��; (5.40)où l'on note G 0(�), la dérivée de G(�) par rapport à �. Finalement, la méthode deNewton onsiste à onstruire une suite f�ig, telle que l'itéré �i+1 est donné à l'aidede l'expression (C.5) de l'annexe C. Ainsi, pour haune des itérations i (�i est �xé),nous devons résoudre le système suivant :8>>>>>><>>>>>>:
r�G[�i(x)℄r�i+1(x)� +r�G 0[�i(x)℄�r�i(x)��i+1(x)� =r�G 0[�i(x)℄�r�i(x)��i(x)� dans 
0;ave les onditions aux bords (5.34) sur �
0 pour �i+1(x): (5.41)



5.3 Etude numérique d'un MOSFET à 25nm 1515.3 Etude numérique d'un MOSFET à 25nm5.3.1 Disrétisation des équations et mise en oeuvre numériqueDans ette setion, nous allons brièvement présenter un inventaire des di�érents typesd'équations qui interviennent dans la résolution des systèmes ouplés. Ces équations sonttoutes du même type que elles présentées préédemment dans l'étude des dispositifs Al-GaAs/GaAs (mise à part l'équation de dérive-di�usion sur le potentiel himique). Paronséquent, nous ne présenterons pas dans ette setion les formulations variationnelleset les disrétisations de es équations à l'aide de la méthode des éléments �nis, elles-iayant déjà été détaillées dans le adre numérique des dispositifs AlGaAs/GaAs du ha-pitre 4.Nous pouvons distinguer quatre types d'équations à résoudre :Equations sur le potentiel 2D sur 
0 et 1D sur �jQuelles que soient les méthodes de résolution numérique des systèmes ouplés dé-rites dans l'annexe C que nous hoisissons d'utiliser, nous devons résoudre uneéquation du type (4.1), d'une part, sur le domaine 
0, ave les onditions aux bords(5.37), et d'autre part, pour le modèle de quasi-équilibre, sur les frontières �1 et �2,ave les onditions aux bords dérites en (B.1).Equation de Shrödinger 2D ouverte sur 
0Au ours des itérations Shrödinger/Poisson, nous devons résoudre une multituded'équations de Shrödinger 2D (5.11) muni de onditions aux bords entrantes (5.22)en fontion de l'énergie et des di�érentes on�gurations pour les masses e�etives.Contrairement au as du problème modèle, on note l'apparition d'un tenseur demasse e�etive qui déompose le laplaien.Equation de Shrödinger 1D aux valeurs propres sur �jDeux équations de Shrödinger 1D aux valeurs propres sur les bords �j (j = 1; 2),du type (4.5) sur lesquelles la formulation variationnelle est donnée en (4.6) pourun as général.Equation sur le potentiel himique 2D sur 
0Nous e�etuons la résolution de l'équation sur le potentiel himique (5.41). La résolu-tion de e type d'équation n'a pas été traité dans le adre du hapitre 4. Cependant,omme l'étude numérique des résultats que nous allons présenter par la suite neonerne pas le système hors-équilibre, nous ne présenterons don pas la formula-tion variationnelle et la disrétisation de ette équation.Les problèmes sur 
0 sont dès lors disrétisés à l'aide de la méthode des éléments�nis à l'aide d'une triangulation (l'élément de base est un triangle) T2;
0 du domainebidimensionnel 
0. Le nombre total de noeuds est noté N2;
0 , et nous utilsons l'espae



152 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�polynomiale P1(x; z). La disrétisation des problèmes sur les bords �j s'e�etue sur unmaillage 1D T1;�j du domaine [�lz; Lz℄. Ce maillage représente la trae de 
0 sur le guidej (l'élément de base est un segment). Le nombre total de noeuds est noté N1;�j , et nousutilisons l'espae polynomiale P1(z).Remarque: si l'on rapprohe les disrétisations établies dans le hapitre 4 à l'aide desmaillages T2;!0 et T1;j , respetivement ave les disrétisations qu'il nous faut établir surles maillages T2;
0 et T1;�j , alors les di�érents aluls sur les fontions de base peuvent seretrouver dans l'annexe D.Remarque: le pas des maillages est lié à la longueur d'onde des életrons et se doit d'être��n�, dans les zones où irulent les életrons. Dans les zones du Siliium où se situentles életrons, la densité de dopage d'ions positifs peut être très importante et notammentaux environs des bords �1 et �2. Dans es onditions, dans es régions, le pas de maillagedoit être inférieur à la longueur de Debye �D qui aratérise la portée de l'interationéletrostatique : �2D = �0�rkBTq2n+D ; (5.42)où n+D représente la valeur maximale du dopage positif (prohe de l'interfae Oxyde/Siliium).La mise en oeuvre numérique est dé�nie par les étapes suivantes :1. Nous avons établi tout d'abord, les onditions de quasi-équilibre sur les bords parune approhe semi-lassique puis quantique.2. Nous e�etuons ensuite (ou indépendamment si l'on utilise des onditions sur lesbords des guides de Neumann homogènes), l'approhe semi-lassique 2D. Nous ob-tenons alors un pro�l de potentiel dans le but d'initialiser l'approhe quantique.3. Calul du modèle Shrödinger-Poisson à l'équilibre.4. Variation du potentiel de drain et alul du modèle Shrödinger/Poisson hors équi-libre.Remarque: les potentiels himiques �1 et �2, sont solutions de l'équation (5.4) où nousonsidérons une approhe semi-lassique pour le alul de la densité életronique. Cetteéquation sera résolue numériquement à l'aide d'une méthode de Newton.5.3.2 Commentaires sur les résultats préliminairesLes résultats de aluls au modèle quantique Shrödinger/Poisson sont atuellement enours de test. Nous hoisissons alors de présenter dans ette setion, les tous premiers ré-sultats que nous avons obtenus, notamment liés au alul du système Shrödinger/Poisson1D (onditions de quasi-équilibre) et aux résultats du pro�l de densité et du potentiel, àl'aide de l'approhe semi-lassique.



5.3 Etude numérique d'un MOSFET à 25nm 153Pour réaliser les simulations numériques, nous hoisissons les paramètres suivants :� lx = 18:5nm, Lz = 60nm, et lz = 1:5nm pour les dimensions de la zone ative de la�gure 5.1,� T = 300K pour la température,� VG = 1V pour le potentiel de grille,� v1 = v2 = 0V pour les potentiels de polarisation (soure et drain),� E = 3:15eV pour le gap d'énergie entre l'Oxyde et le Siliium,� m�l = 0:98me, m�t = 0:19me pour les masses e�etives des életrons dans le Siliium,� m�lh = 0:16me, m�hh = 0:49me pour les masses e�etives des trous dans le Siliium,� m� = 0:5me pour la masse e�etive des életrons dans l'Oxyde [101℄,� �r = 11:9 pour le Siliium, et �r = 3:8 pour l'Oxyde,� � = 1:12 pour le Siliium, et � = 9:0 pour l'Oxyde.Une partie du domaine 
0 muni de sa triangulation T2;
0, est présentée sur la �gure 5.4.

Figure 5.4: Maillage du domaine 
0 pour x 2 [�lx; 0℄ et z 2 [�lz; Lz=2℄.Le nombre de noeuds du maillage T2;
0 est N2;
0 = 14300, et le nombre de noeuds desmaillages T2;�j , j = 1; 2, est identique et égal à N2;�j = 130.La on�guration de dopage d'un omposant possédant un anal d'une longueur de25nm, est une donnée du problème (fontion analytique) utilisée par la ommunautésienti�que qui peut se trouver dans [64℄ (voir Figure 5.5). Les valeurs maximales dudopage positif et du dopage négatif en valeur absolue, sont respetivement égales àn+D = 2 � 1026 et n�A = 2:5 � 1025:



154 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�
Figure 5.5: Con�guration de do-page de la zone ative en m�3 (don-née du problème). Nous observonsdes zones de dopage positif où se si-tuent les életrons et des zones dedopage négatif beauoup moins im-portantes où se situent les trous.

Nous observons sur es données que la densité de dopage positive est beauoup plus im-portante que la densité de dopage négative. On privilégie ainsi le transport des életronspar rapport au transport des trous. Par ailleurs, nous pouvons remarquer que les zonesde dopage positif sont onentrées aux extrémités du omposant, donnant ainsi naissaneà des réservoirs d'életrons. Le hoix de la petite dimension lx de la zone ative permetde ne pas prendre en ompte une partie trop importante de es réservoirs d'életrons (quisont assimilés à des guides d'onde dans notre modèle). Tout en onservant la ondition dequasi-équilibre sur les bords, nous allons diminuer ainsi le oût numérique des simulations.Pour un système se trouvant à l'équilibre, nous pouvons dès lors e�etuer le aluldu potentiel (en utilisant des onditions de Neumann homogènes aux bords des guides)à l'aide du modèle semi-lassique. Le pro�l du potentiel est présenté sur la �gure 5.6 etles pro�ls de la densité életronique ainsi que de la densité de trous sont présentés sur la�gure 5.7.
Figure 5.6: Pro�l du potentiel eneV dans le MOSFET à l'aide du mo-dèle semi-lassique. Nous observonsla formation du anal dans lequelvont iruler les életrons.
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Figure 5.7: Pro�l de la densité életronique (à gauhe) et de la densité de trous en m�3 dans leMOSFET, à l'aide du modèle semi-lassique. A l'inverse des trous qui se situent dans le substratloin de la ouhe d'Oxyde, les életrons sont prinipalement onentrés sous la ouhe d'Oxyde.En aord ave la on�guration de dopage, on observe que la densité de trous est beau-oup moins importante que la densité des életrons. Nous observons sur la �gure 5.7,la formation de (petits) réservoirs d'életrons sur les bords des omposants, ainsi que lepinement des életrons dans le anal.Nous allons maintenant mettre en évidene l'importane des e�ets quantiques respon-sables du on�nement des életrons dans la diretion z. Dans e but, nous présentons lesrésultats issus de la résolution du système Shrödinger/Poisson 1D dans la diretion z età x �xé. Nous hoisissons alors de omparer les résultats de la densité életronique et dupotentiel obtenus à travers les modèles semi-lassique et quantique, sur les deux exemplessuivants : au bord du omposant en x = �lx sur la �gure 5.8 et au milieu du omposant(dans le anal) en x = 0 sur la �gure 5.9.
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Figure 5.8: Représentation du potentiel (à gauhe) et de la densité életronique en x = �lx(� lx puisque v1 = v2) pour les deux modèles : semi-lassique et quantique.
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Figure 5.9: Représentation du potentiel (à gauhe) et de la densité életronique en x = 0 pourles deux modèles : semi-lassique et quantique.Dans les deux as, nous pouvons onstater qu'ave le modèle quantique, le potentiel pré-sente une allure plus reusée à proximité de la ouhe d'Oxyde en z = 0. Il apparaîtalors un phénomène de on�nement dans la diretion z, lié à la méanique quantique,qui va modi�er le pro�l de la densité életronique. En partiulier, nous observons dansle anal (voir Figure 5.9) que la densité életronique est plus étendue et moins loaliséeave le modèle quantique qu'ave le modèle semi-lassique. Les résultats de la �gure 5.8on�rment l'apparition d'un réservoir d'életrons sur les bords du omposant. Nous nepouvons ependant pas réduire la dimension lx de la zone ative, au risque de perdre laondition de quasi-équilibre sur les bords. Ces derniers résultats obtenus sur le potentielave le modèle de quasi-équilibre sur les bords, sont utiles à la résolution du systèmeShrödinger/Poisson 2D. Ils peuvent en e�et servir de onditions de Dirihlet aux bordsdes guides pour le potentiel bidimensionnel.Les fontions propres �m assoiées aux valeurs propres Em sont représentées pour lesdeux on�gurations de la masse e�etive m�t et m�l , au bord du omposant en x = �lx etau milieu du omposant (dans le anal) en x = 0, respetivement sur les �gures 5.10 et5.11.Les résultats de la �gure 5.11 au milieu du guide montrent une séparation en énergie desétats propres bien marquée. Inversement, nous onstatons au bord du omposant sur la�gure 5.10, que les états propres forment un quasi-ontinuum d'énergie dans le réservoir(sauf pour le premier niveau d'énergie pour une on�guration de masse e�etive longi-tudinale m�l ). Le potentiel himique � du système à l'équilibre est alulé en résolvantl'équation (5.4), où nous trouvons � ' 0:1103eV . Par onséquent, a�n de déterminer lesonditions d'onde entrantes sur les bords dans la résolution de l'équation de Shrödinger2D, nous devons tenir ompte d'une grande quantité d'états propres (de l'ordre d'unedizaine de modes propagatifs et d'un grand nombre de modes évanesents).Remarque: nous avions préisé au ours de l'étude sur les dispositifs AlGaAs/GaAs,que la valeur maximale de l'énergie d'intégration qui doit prendre en ompte les e�ets
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Figure 5.10: Pro�l du potentiel bU sur le bord du omposant en x = �lx (� lx puisque v1 = v2)et représentation de l'allure des trois premières fontions propres dans le as d'une masse e�etivetransversem�t (à gauhe) et d'une masse e�etive longitudinalem�l . Chaune des fontions propresa pour base la valeur de l'énergie propre qui lui est assoiée.
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Figure 5.11: Pro�l du potentiel bU dans le anal en x = 0 et représentation de l'allure des troispremières fontions propres dans le as d'une masse e�etive transverse m�t (à gauhe) et d'unemasse e�etive longitudinale m�l . Chaune des fontions propres a pour base la valeur de l'énergiepropre qui lui est assoiée.



158 Chapitre 5. Un modèle de transport quantique pour les �nano-MOSFETs�thermiques, était donnée par la formule (4.81). Contrairement à es derniers dispositifs,dans le transistor MOSFET, le nombre de modes propagatifs sur les bords est très grand.En omplément, le nombre de modes évanesents se doit d'être aussi très grand, ar, danse as, la zone ative ne omporte qu'une très petite partie des guides d'onde.Le alul de la densité életronique (5.30) nééssite la résolution de trois types d'équationsde Shrödinger assoiées aux fontions d'onde  tl(x; z),  lt(x; z), et  tt(x; z). Dans notreas test, à haque pas d'itération sur le potentiel, le nombre de système linéaire (de tailleN2;
0 = 14300) qu'il nous faut résoudre en fontion de l'énergie est de l'ordre de� 1300. Leoût numérique de la résolution du système Shrödinger/Poisson 2D du modèle quantiqueest don très élevé. Les premiers résultats de aluls obtenus sur la densité életroniquesur la �gure 5.12, nous permettent d'e�etuer une omparaison qualitative du modèlesemi-lassique (approximation Thomas-Fermi) et du modèle quantique omplet.

Figure 5.12: Représentation de la densité életronique dans le siliium en m�3 pour le modèlesemi-lassique (à gauhe) et pour le modèle quantique.Dans l'approhe semi-lassique, la majeure partie des életrons se situe à proximité de laouhe d'Oxyde. Par ailleurs, elle-i tend à surestimer les densités de harge aumulées.La densité életronique s'avère être plus étendue dans le anal ave l'approhe quantique.Le phénomène de on�nement transverse des életrons dans le anal y est nettement vi-sible.Remarque: a�n d'assurer la stabilité numérique des simulations du modèle quantique,nous avons hoisi dans e as d'utiliser des onditions aux bords de Neumann homogènessur le potentiel sur les frontières ave les guides d'onde (réservoirs d'életrons).
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CONCLUSION GÉNÉRALE 161L'objetif prinipal de e travail de thèse onerne la modélisation et la simulationnumérique du transport quantique balistique dans des dispositifs multidimensionnelsà base de guides d'onde életronique ouverts. Ce modèle réaliste prend notamment enonsidération l'existene de potentiels mous dans les strutures et les réations de harged'espae des életrons.Dans le as spéi�que des dispositifs AlGaAs/GaAs, la modélisation mathématiquenous a permis de présenter un modèle de transport quasi-3D qui, d'une part, réduit ladimensionnalité physique du gaz d'életrons en prenant en ompte le on�nement bidi-mensionnel des porteurs, et, d'autre part, présente des résultats identiques au modèle 3Domplet ave un oût numérique réduit (voir l'exemple du stub életronique ). Un odede aluls 3D baptisé NESSIE mettant en oeuvre une panoplie importante de méthodesnumériques a été développé. Préisons que la résolution des systèmes Shrödinger/Poissona été réalisée à l'aide d'une méthode de alul impliite de Gummel. Le travail e�etuésur es dispositifs à guides d'onde életronique prend en ompte de manière réaliste tousles aspets du transport életronique quand elui-i est limité à un régime balistique. Lesperspetives qui pourront nous permettre d'enrihir e travail sont nombreuses :� d'un point de vue numérique, il est possible de développer des méthodes de résolu-tion rapide permettant de aluler le grand nombre d'équations de Shrödinger quiinterviennent à haque pas d'itération sur le potentiel életrostatique. Ces méthodessont basées sur la déomposition spetrales de l'Hamiltonien.� du point de vue de la physique, le ode permet déjà d'e�etuer de nombreux testssur diverses strutures omplexes. En hangeant les paramètres d'entrées du ode,nous pouvons, d'une part, étudier les divers phénomènes physiques inhérents auxdispositifs à guides d'onde életronique, et, d'autre part, mettre en avant de pos-sibles appliations életroniques futures. Préisons que nous avons aussi la possibilitéd'étudier l'in�uene d'un dopage non uniforme plus réaliste [89℄. La partie réelle desvaleurs propres issues de la déomposition spetrale de l'Hamiltonien nous permet-tra de loaliser les états qui sont quasi-liés au système, et la partie imaginaire, devéri�er leur apaité de résonane [42℄. Il est alors aussi possible d'étudier l'éven-tuelle apparition de phénomènes haotiques dans les strutures [86℄. L'in�uene d'unhamp magnétique est aussi envisageable [60, 87, 110℄. Par ailleurs, ave l'augmen-tation de la température, la ondition d'un régime balistique n'est plus satisfaite etnous devons tenir ompte de la perte de ohérene des ondes suite à des interationsave le réseau ristallin et/ou les impuretés. Signalons �nalement que l'étude desomposants en régime dynamique peut aussi être envisagée, ertains travaux vontdans ette diretion, itons par exemple [2, 13, 105℄.� du point de vue de la modélisation mathématique, nous pouvons rendre omptedes possibles phénomènes de ollisions dans les strutures en utilisant l'équation demaîtresse de Pauli présentée en [45, 46℄. D'une façon générale, l'apport des mathé-matiques appliquées dans le travail de modélisation des phénomènes physiques estessentiel omme nous l'avons onstaté dans ette thèse ave la dérivation du modèlequasi-3D. Le travail théorique de l'existene et l'uniité des solutions de e modèle,est atuellement à l'étude [93℄.Les simulations numériques montrent ependant que les éarts d'énergie entre les modes



162 CONCLUSION GÉNÉRALEpropagatifs sont insu�sants si l'on projette d'opérer à des températures au dessus deelle de l'hélium liquide. Par onséquent, pour que es types de dispositifs puissent pa-lier à es limitations et passer au stade des appliations, il semble néessaire d'explorerd'autres voies de reherhe tehnologique (par exemple la roissane sur marhe. . .). Leode de alul général NESSIE pourra vraisemblablement, s'adapter de manière e�ae àun grand nombre de strutures 3D qui pourraient être envisagé (pour le moment toujoursdans le as d'un régime de transport balistique). A l'avenir, la miniaturisation des iruitséletroniques rendra inontournable l'utilisation de nouveaux omposants quantiques, etles prinipes de fontionnement à interférenes quantiques des dispositifs à guides d'ondeéletronique présentent des attraits théoriques évidents.Dans le as des dispositifs �nano-MOSFETs�, notre étude n'en est qu'à es débuts. Leprinipal problème provient ependant du traitement des onditions aux bords ouvertes.Le modèle bidimensionnel que nous avons développé qui prend en ompte l'anisotropie dumatériau, fait apparaître une double on�guration de modes propagatifs en nombre trèsélevé sur les bords. En e�et, ei est dû au fait que nous avons assimilé des �petits� réser-voirs à des guides d'onde életronique. Le oût numérique de e modèle quantique omplets'avère don très élevé. Comme perspetive, nous pouvons envisager de développer desmodèles qui tiennent ompte à la fois de la nature semi-lassique des életrons aux ex-trémités du omposant, ainsi que leur nature quantique plus au entre ave le pinementdans le anal. Ces modèles qui proposent d'introduire des limites lassique-quantiques,sont déjà à l'étude dans le as unidimensionnel ave ollisions [8, 41℄. Les ollisions aveles impuretés peuvent aussi être prises en ompte.Dans la ourse à la miniaturisation des omposants életroniques, la simulation numé-rique représente un atout onsidérable dans l'analyse et la prospetion des appliations.Les disiplines théoriques étroitement liées de la physique, des mathématiques appliquées,de la modélisation numérique, et de l'életronique, font de l'életronique quantique un do-maine d'étude rihe et varié.
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Annexe ALes onditions de quasi-équilibre sur lesbords assoiées au modèle 3D pour lesdispositifs AlGaAs/GaAsEn faisant l'hypothèse que les limites guides d'onde-zone ative, notées �j, se trouventdans un état de quasi équilibre, nous supposons que tous les phénomènes de ondutionliés aux életrons qui entrent ou qui sortent de �j (rappelons que �j se trouve dans leguide d'onde j) ne représentent alors qu'une petite perturbation pour le réservoir d'éle-trons assoié au guide j. De plus, nous supposons que potentiel életrostatique le longdu guide j est invariant par translation autour de �j. Rappelons que si l'on appliqueun potentiel négatif sur les grilles, le gaz d'életrons bidimensionnel déserte les zones setrouvant sous es grilles. Par onséquent, dans l'hypothèse de quasi-équilibre, les bords�j peuvent s'interpréter omme les oupes transverses d'un �l quantique supposé in�ni,lequel possède une distribution d'énergie relative au réservoir d'életrons j.Dans un premier temps, rappelons la dé�nition (3.2)�j = j�℄0; Lz[: (A.1)Notons ensuite �j la oordonnée longitudinale du guide j, telle que sur le bord �j onobtient �j = 0. Nous utilisons alors les oordonnées (�j; z) omme oordonnées loales dudomaine �j, telles que �j 2 j et z 2℄0; Lz[. Les domaines bidimensionnels �j se situentsur les faes du omposant ('est à dire sur les faes du domaine 
0). Notons T le bordde �j en surfae du omposant quand z = Lz, on dé�nit alors TG et T0, les parties deT respetivement ave ou sans grille. Soit enore B le bord de �j quand z = 0, et F lesbords latéraux des domaines �j. A titre d'exemple, dans les as du stub et du oupleurquantique, présentés sur les �gures A.1a et A.1, les faes relatives au plan x = 0 et lesdi�érentes frontières des domaines �j sont représentées respetivement sur les �gures A.1bet A.1d.Nous allons maintenant déterminer le potentiel életrostatique sur haun des systèmespurement bidimensionnels �j. Soit Vj, le potentiel életrostatique solution de l'équation165



166 Chapitre A. Conditions de quasi-équilibre pour les dispositifs AlGaAs/GaAs
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167de Poisson dans �j suivante :�r��r(z)rVj(�j; z)� = q�0 �� n[Vj℄(�j; z) +N+D(�j; z)� dans �j; (A.2)où N+D (�j; z) est la densité de dopage de la ouhe AlGaAs, et n[Vj℄(�j; z) la densité éle-tronique. Les onditions aux bords pour le potentiel életrostatique Vj peuvent s'expliiterà partir des onditions aux bords pour le potentiel V sur le domaine 
0 dé�nies en (3.26).Dans le as où un potentiel négatif est appliqué sur les grilles, les életrons sont prini-palement onentrés sous les zones privées de grilles en surfae (voir Figure 3.4), et lepotentiel est supposé invariant par translation sur les frontières F (zones de très fortpotentiel). On obtient alors8>>>><>>>>: Vj(�j; z) = VS sur T0;Vj(�j; z) = VS + VG sur TG;(rVj:nj) = 0 sur F et B; (A.3)ave nj normale extérieure au domaine �j.Le potentiel életrostatique dépend de manière auto-ohérente de la densité életro-nique. Le alul de la densité peut être abordé soit par des onsidérations purementéletrostatiques à partir de l'approximation de Thomas-Fermi, soit par une approhe plusréaliste quantique à l'aide de l'équation de Shrödinger. Le alul de la densité életroniquesuivant une approhe semi-lassique ayant été dé�ni dans la présentation du modèle detransport 3D en (3.58), nous proposons maintenant de développer l'approhe quantiqueShrödinger/Poisson.Comme indiqué sur l'exemple de la �gure 3.4, les életrons sont onentrés dans unpuits à l'interfae du AlGaAs et du GaAs. La fontion d'onde relative à un életrond'énergie E dans �j, notée �jm, est don solution de l'équation de Shrödinger 2D auxvaleurs propres suivantes :8>>>>>>><>>>>>>>:
� ~22m���j ;z�jm(�j; z) + Uj(�j; z)�jm(�j; z) = Ejm�jm(�j; z) dans �j;�jm(�j; z) = 0 sur ��j;Z�j �jm�jm0 d�j = Æm;m0 ; (A.4)

où Uj(�j; z) = �qVj(�j; z) + E(z) (ave E l'énergie potentielle liée au bas des bandesde ondution des divers ouhes semi-ondutries) et où fb�jmgm2N� forme une base or-thonormée de L2(�j). On assoie les fontions propres b�jm à valeurs dans R, aux valeurspropres réelles Ejm.



168 Chapitre A. Conditions de quasi-équilibre pour les dispositifs AlGaAs/GaAsRemarque: la résolution de l'équation (A.4) permet aussi d'obtenir la ondition auxbords du modèle de transport 3D sur 
0.Nous avons adopté une approhe semi-lassique pour le alul de la fontion d'onde dansla diretion longitudinal du guide (�j). Nous obtenons alors une onde plane du type eik�j(k � kjm) (ave onditions aux bords périodiques). L'énergie E peut se déomposer ommeE(j;m; k) = Ejm + ~2k22m� : (A.5)Remarque: toujours d'après l'hypothèse de quasi équilibre, les guides j sont supposésin�niment longs et font partie intégrante, dans notre modèle, des réservoirs d'életrons quileur sont assoiés. Par onséquent, nous tiendrons ompte des deux sens de propagationsuivant �j pour k (onditions aux bords périodiques).Pour le alul de la densité életronique dans le guide j, nous utilisons un mélangestatistique d'états (eik��jm) relié à la distribution de Fermi-Dira qui est assoiée au guide jn[Vj℄(�j; z) = 2Xm ZR j�jm(�j; z)j2 fFD�E(j;m; k)� �j� dk2� : (A.6)On obtient enore après alulsn[Vj℄(�j; z) = 2� �2m��~2 � 12 Xm j�jm(�j; z)j2 G��(�j � Ejm)�; (A.7)où l'expression de G(�f ) est donnée parG(�f) = Z 10 11 + exp(�2 � �f) d�: (A.8)Remarque:� les résultats de e modèle érit pour le �l quantique dans le as d'une températurenulle ave les deux approhes semi-lassique et quantique, peuvent se trouver dans[140℄.� nous n'avons pas développé l'analyse mathématique du problème ouplé Shrödin-ger/Poisson 2D fermé (où l'équation de Shrödinger est une équation aux valeurspropres). Remarquons simplement qu'il serait possible d'élargir pour le as bidimen-sionnel, les résultats d'existene et d'uniité des solutions dans le as d'un systèmeShrödinger/Poisson 1D fermé, qui ont été démontrés dans [84℄.



Annexe BLes onditions de quasi-équilibre sur lesbords assoiées au modèle quantiquepour les dispositifs �nano-MOSFETs�Ave l'hypothèse de quasi-équilibre sur les bords �j (j = 1; 2), tous les phénomènes deondution liés aux életrons (ou trous) qui entrent ou qui sortent de �j ne représententalors qu'une petite perturbation pour le réservoir d'életrons assoié au guide j (.a.d. lasoure ou le drain). Par onséquent, le potentiel életrostatique Vj sur le bord �j assezloin de la zone dite ative où les interférenes quantiques sont prépondérantes, peut êtresupposé onstant et invariant par translation autour de �j (nous supposons que ette zoneest réduite dans le as du MOSFET étudié).Le potentiel életrostatique Vj est solution de l'équation de Poisson 1D dans �j sui-vante :8>>>>>><>>>>>>:
� ddz ��r(z) ddzVj(z)� = q�0 �� n[Vj℄(z) + p[Vj℄(z) +N+D(z)�N�A (z)� dans ℄� lz; Lz[;Vj(z) = VG en z = �lz;ddzVj(z) = 0 en z = Lz; (B.1)où les onditions sur les bords sont déduites de (5.37).Le potentiel életrostatique dépend de manière auto-ohérente de la densité életro-nique et de la densité de trous. Nous ne onsidérons pas les e�ets quantiques des trous(supposés négligeables), et le alul de la densité des trous peut être abordé par uneapprohe semi-lassique à partir de l'approximation de Thomas-Fermi. Le alul de ladensité des életrons peut être réalisé soit par ette même approhe semi-lassique, soitpar une approhe quantique plus réaliste à l'aide de l'équation de Shrödinger. Le alulde la densité des életrons et des trous suivant une approhe semi-lassique ayant été dé�nidans le hapitre 5 en (5.10) et (5.31), nous proposons maintenant de rappeler l'approhe169



170 Chapitre B. Conditions de quasi-équilibre pour les dispositifs �nano-MOSFETs�quantique Shrödinger/Poisson pour les életrons qui a été développée dans [101℄.Nous avons vu en (5.15) que les solutions des équations de Shrödinger 1D sur lesbords �j, sont les veteurs propres �jm(z) assoiés aux valeurs propres Ejm. Rappelons quetous es aluls sont e�etués dans le as général d'une on�guration de masse e�etive(m�x; m�y; m�z) dans les diretions x; y; z. Nous avons adopté une approhe semi-lassiquepour le alul de la fontion d'onde dans la diretion x. Nous obtenons alors une ondeplane du type eikxx solution de (5.19) muni de onditions aux bords périodiques. L'énergieE peut se déomposer ommeE(j;m; kx; ky) = Ejm + ~2k2x2M�x + ~2k2yM�x=y2M�x (B.2)Pour le alul de la densité életronique nje sur �j, nous utilisons un mélange statistiqued'états (eikxxeikyy�jm) reliés à la distribution de Fermi-Dira, laquelle est assoiée au guidej. Nous obtenonsnje(z) = 2Xm ZR2 j�jm(z)j2 fFD�E(j;m; kx; ky)� �j� dkxdky(2�)2 : (B.3)Après aluls, on obtient enorenje(z) = 1�~2�Xm q(M�x)2(M�x=y)�1 lnn1 + exp ��(�j � Ejm)�oj�jm(z)j2: (B.4)En fontion de la on�guration des masses e�etives onsidérées, nous avons utilisé lesnotations pour les fontions d'ondes �jm assoiées aux valeurs propres Ejm suivantes :� �j;lm et Ej;lm pour une on�guration (m�t ; m�t ; m�l )� �j;tm et Ej;tm pour une on�guration (m�l ; m�t ; m�t ) ainsi que pour une on�guration(m�t ; m�l ; m�t )La densité életronique sur �j peut enore s'érire ave (5.5)nj[Vj℄(z) = 2�~2�Xm M�t lnn1 + exp ��(�j � Ej;lm )�oj�j;lm (z)j2+ 2�~2�Xm 0� M�tqM�t=l + M�lqM�l=t1A lnn1 + exp ��(�j � Ej;tm )�oj�j;tm (z)j2: (B.5)
Remarque: dans le as de l'Oxyde (z � 0), m�x, m�y et m�z sont égaux à m�, alors M�x ,M�y et M�z , sont aussi égaux à m� et M�k=k = 1 8k.Remarque: rappelons que la densité de trous, alulés à partir d'un modèle semi-lassique,est une fontionnelle loale en z. Pour l'analyse mathématique du problème ouplé Shrö-dinger/Poisson 1D fermé (où l'équation de Shrödinger est une équation aux valeurspropres), nous pouvons appliquer les résultats d'existene et d'uniité des solutions obte-nus en [84℄.



Annexe CDi�érentes méthodes de résolutionnumérique des systèmes ouplésDans un adre général, nous rappelons le système non-linéaire ouplé sur le potentieléletrostatique V établi en (2.33) et valable pour tous les modèles physiques dans 
08<: �r��r(x)rV (x)�+ q�0G[V ℄(x) = q�0 �N+D(x)�N�A (x)� dans 
0;ave onditions aux bords (2.4) sur �
0 pour V (x); (C.1)où dans le as du modèle semi-lassique, G[V ℄ est une fontionnelle densité de V loale enx, et dans le as du modèle quantique, 'est une fontionnelle densité de V non loale enx. Dans un premier temps, nous allons onsidérer deux méthodes standards de résolutionnumérique des systèmes non-linéaires que sont la méthode de relaxation et la méthode deNewton. Nous présenterons ensuite un shéma de alul impliite du potentiel à l'aide desitérations de Gummel.Méthode de relaxationLa méthode de relaxation est une méthode de résolution itérative dé�nie par8<: V i+1(x) = V i(x) + !�V �(x)� V i(x)� ; ! > 0;V 0(x) = Vini(x); (C.2)où le potentiel V �, est dé�ni à haque pas d'itération i (V i est onnu), par8<: �r��r(x)rV �(x)� = � q�0G[V i℄(x) + q�0 �N+D (x)�N�A (x)� dans 
0;ave onditions aux bords (2.4) sur �
0 pour V �(x): (C.3)171



172 Chapitre C. Di�érentes méthodes de résolution numérique des systèmes ouplés
Remarque:� le potentiel initial total Vini est onnu.� la onvergene de la méthode de relaxation dépend de la valeur du paramètre ! quine peut être déterminé que d'une manière empire au vu des résultats de simulationsnumériques.� ette méthode de relaxation souvent utilisée par les physiiens [133℄, s'est révélée peue�ae dans notre étude de dispositifs multidimensionnels, au vu de la dépendanefortement non-linéaire existant entre le potentiel et la densité.Méthode de NewtonNous utilisons la méthode de Newton dans le as du modèle semi-lassique Thomas-Fermi/Poisson où G est une fontionnelle densité de V loale en x, dé�nie en (2.34), (2.35),et (2.36). Posons F [V ℄ = �r��r(x)rV �+ q�0G[V ℄� q�0 �N+D �N�A (x)�: (C.4)La méthode de Newton onsiste à onstruire une suite fV ig, telle que l'itéré V i+1 estalulé par 8<: �DVF [V ℄�[V i+1(x)� V i(x)℄ = �F [V i℄(x);V 0(x) = Vini(x): (C.5)La dérivée de F par rapport à V et appliquée à V �, peut alors s'érire�DVF(V )�V �(x) = �r��r(x)rV �(x)�+ q�0 �G 0[V ℄�V �(x); (C.6)où l'on note G 0(V ), la dérivée positive de G(V ) par rapport à V . Cette dérivé peut s'érireG 0[V ℄ = n0[V ℄� p0[V ℄; (C.7)ave n0[V ℄ et p0[V ℄ dé�nis en (2.37) et (2.38). Ainsi, pour haune des itérations i (V i est�xé), nous avons à résoudre le système suivant :8>>>>><>>>>>: �r��r(x)rV i+1(x)�+ q�0 (n0[V i℄� p0[V i℄)V i+1(x) =q�0��n0[V i℄� p0[V i℄�V i(x)� n[V i℄ + p[V i℄ +N+D(x)�N�A (x)� dans 
0;ave les onditions aux bords (2.4) sur �
0 pour V i+1(x): (C.8)



173Méthode de alul impliite : itérations de GummelLa méthode des itérations de Gummel est souvent utilisée dans les modèles de Dérive-Di�usion [61℄. Nous proposons d'étendre l'utilisation de ette méthode dans le as mul-tidimensionnel Shrödinger/Poisson où la fontionnelle densité de V non loale en x, estdé�nie en (2.28). Tout d'abord, rappelons que le shéma de alul expliite de résolutiondu potentiel életrostatique V est obtenu à travers la méthode de relaxation (C.2) dansle as où le paramètre ! = 1. Nous avons appréhendé la forte non-linéaire du systèmeexpliite au moyen d'un shéma de alul impliite linéaire. Le système ouplé (C.1) peutenore s'érire8>><>>: �r��r(x)rV (x)�+ q�0G[V ℄(x)�1� VVref + VVref� = q�0 �N+D(x)�N�A (x)� dans 
0;ave les onditions aux bords (2.4) sur �
0 pour V (x); (C.9)où Vref est un potentiel de référene. Un hoix naturel pour Vref estVref = 1q� : (C.10)A haque pas d'itération i (V i �xé), nous hoisissons d'impliiter le shéma d'itérationlinéairement en V i+1 de telle manière que 8x le terme en fateur de V i+1 reste positif. Ene�et, dans un as général G[V ℄ peut être soit positive, soit négative (la densité de trousest alors plus importante que la densité életronique). Nous érivons alors e shéma enutilisant une valeur absolue sur les fontionnelles G[V ℄ qui sont en fateur du terme V �1ref .On obtient8>>>>>><>>>>>>:
�r��r(x)rV i+1(x)�+ V �1ref q�0 jG[V i℄(x)j V i+1(x) = V �1ref q�0 jG[V i℄(x)j V i(x)q�0 �� G[V i℄(x) +N+D(x)�N�A (x)� dans 
0;ave onditions aux bords (2.4) sur �
0 pour V i+1(x): (C.11)

Remarque:� le potentiel V 0 est initialement onnu, tel que : V 0 = Vini� le terme valeur absolue en fateur de V i+1 assurera la oerivité de la forme bilinéairequi apparaît dans la formulation variationnelle.





Annexe DCompléments de aluls
Domaine Element de base Fontion de base Espae polynomiale Nombre de noeuds3D, 
0 prisme �n;k(x) = wn(x; y)�k(z) Pk(x) = P1(x; y)
P1(z) N3;
0 = N2;!0 � N1;z2D, !0 triangle wn(x; y) P1(x; y) N2;!02D, �j retangle #l(�j ; z) Q1(�jz) = P1(�j)
P1(z) N2;�j = N1;j � N1;z1D, ℄0; Lz[ segment �k(z) P1(z) N1;z1D, j segment �k(�j) P1(�j) N1;jTableau D.1: Réapitulatif des éléments de la disrétisation des problèmes types sur les di�é-rents maillages.
b11 = y2 � y3; b12 = x3 � x2b21 = y3 � y1; b22 = x1 � x3b31 = y1 � y2; b32 = x2 � x1

x1; y1
x2; y2 x3; y3Tableau D.2: Coe�ients bn1 et bn2 (n = 1; 2; 3) assoiés à l'élément de base pour le as 2D(triangle).
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176 Chapitre D. Compléments de aluls
1D segment 2D triangleZTe !n dx h2 aire(Te)3ZTe !2n dx h3 aire(Te)6ZTe !n!n0 dx n 6= n0 h6 aire(Te)12ZTe(r!n)2 dx 1h b2n1 + b2n24aire(Te)ZTe r!nr!n0 dx n 6= n0 �1h bn1bn01 + bn2bn024aire(Te)ZTe f(x) dx h2 (f1 + f2) aire(Te)3 (f1 + f2 + f3)ZTe f(x)!n dx h3 �fn + fn02 � aire(Te)6 �fn + fn02 + fn002 �ZTe f(x)!2n dx h4 �fn + fn03 � aire(Te)10 �fn + fn03 + fn003 �ZTe f(x)!n!n0 dx n 6= n0 h12(fn + fn0) aire(Te)30 �fn + fn0 + fn002 �ZTe f(x)g(x) dx h3 �f1 + f2 + f1g2 + f2g12 � aire(Te)6 0�Xn fngn +Xn Xn0 6=n fngn02 1ATableau D.3: Divers résultats d'intégration sur un élément de base pour le as 1D (segment) etpour le as 2D (triangle). Dans tous les as, ! représente une fontion de base P1, et f(x) , g(x)représentent des fontions quelonques P1 sur l'élement de base. Les paramètres h et aire(Te)sont assoiés aux éléments de base respetivement, omme la longueur du segment de base Tepour le as 1D et l'aire du triangle Te pour le as 2D. L'indie n (ou n0, n00) des oe�ients fn etgn représente le numéro loal assoié aux noeuds de l'élément de base (n = 1; 2 dans le as 1D, etn = 1; 2; 3 dans le as 2D). Finalement les oe�ients bn1 et bn2 sont expliités sur le tableau D.
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