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epuis la seconde moitié du 20éme siécle, un effort constant dans la miniaturisation

des dispositifs semi-conducteurs a été entrepris. Ces dispositifs peuvent étre insérés
en nombre de plus en plus important dans les circuits intégrés : ainsi, en 'espace de 26
ans, le nombre de transistors intégrés sur une puce a augmenté de plus de 3200 fois, pas-
sant de 2300 sur le 4004 en 1971 a 7,5 millions sur I'Intel Pentium II. Les performances
des ordinateurs se voient augmentées de facon exponentielle sur des périodes relativement
courtes (comme cela est stipulé par la “loi” de Moore). En outre, ces composants pos-
sédent des temps de réponse de plus en plus courts, et nécessitent une consommation de
plus en plus faible. Dans le but d’améliorer les performances et de repousser les limites de
la miniaturisation de ces composants, on peut procéder a de multiples essais expérimen-
taux. Dans cette démarche longue et cotiteuse, la simulation numérique peut étre un outil
utile d’aide a la décision. En effet, 'approche numérique présente ’avantage d’une part,
d’étre d’une grande souplesse d’utilisation, d’autre part, d’anticiper les progreés futurs qui
pourront étre réalisés dans le domaine de la nano-électronique. Elle permet alors de pro-
céder a des “tests” idéalisées sur des dispositifs virtuels en s’affranchissant notamment
des barriéres et des limites liées aux technologies de fabrication de ces composants. Les
études paramétriques réalisées en faisant varier une ou plusieurs caractéristiques de la
structure (certaines longueurs de la structure, les densités de dopage, la température. . .),
peuvent permettre une compréhension du fonctionnement des composants et de prédire
des comportements singuliers. Les résultats numériques fournissent alors des indications
sur les valeurs des différents paramétres permettant ainsi de cadrer de maniére optimale
les essais expérimentaux.

En micro-électronique, le transport des électrons (ou éventuellement des trous) dans
les semi-conducteurs peut étre considéré comme classique ou semi-classique, il est souvent
traité en utilisant des modéles fluides [10,36] (modéle de Dérive-Diffusion [54, 55,77, 80,
97,106], modéle hydrodynamique [66], modéle d’énergie-transport [12,37 39],...) ou ciné-
tiques |78,98| (équation de Boltzmann [47,72,73,81,100]|...). Dans des dispositifs de trés
petite taille (< 100nm), ou les variations du potentiel électrostatique peuvent étre impor-
tantes en comparaison avec la longueur d’onde des électrons, une description quantique
du transport s’avére nécessaire. Dans ce cas, les électrons sont associés a des ondes élec-
troniques. Loin de considérer I'apparition de phénoménes quantiques dans les composants
comme une nouvelle limitation physique, I’électronique dite quantique se propose la pleine
intégration de ces phénomeénes dans le fonctionnement des dispositifs électroniques pour
des applications futures originales et prometteuses [75]. Tl existe toute une panoplie d’al-
gorithmes différents pour simuler, comprendre, prédire et optimiser le fonctionnement des
composants. Pour des exposés détaillés sur les phénoménes de transport dans les disposi-
tifs quantiques, nous renvoyons aux nombreux ouvrages de références [29,34,44,51,112|.

Dans le cas des systémes dits ouverts, c’est a dire reliés a des réservoirs d’électrons,
I’étude du transport électronique est restreint au domaine borné quantique du dispositif
pour lequel il est nécessaire de définir des conditions aux bords prenant en compte I'injec-
tion des porteurs dans celui-ci. Une différence de potentiel entre les réservoirs va modifier
leur potentiel chimique respectif, ce qui aura pour effet d’amorcer le transport, d’électrons
a travers le systéme. Dans les dispositifs unidimensionnels, comme les diodes a effet tun-
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nel résonnant (RTD : Resonant-Tunneling Diode) qui sont caractérisées par une double
barriére de potentiel, les conditions aux bords du composant sont dites transparentes
dans le cas stationnaire |11, 50]. La modélisation du transport quantique dans les RTDs
a fait 'objet, depuis plus de vingt cinq ans, de nombreux travaux qui présentent a la fois
des résultats expérimentaux, physiques et mathématiques [11,23,25,49,58, 70,103, 132].
En particulier, les caractéristiques courant-tension des RTDs, mettent en évidence une
résistance différentielle négative (fonction trés utile pour I'électronique non-linéaire). Par
ailleurs, nous pouvons citer d’autres travaux présentant différents modeéles de transport
quantique (équations Wigner [3,4, 14, 43|, modéle hydrodynamique quantique [57, 99|,
modéle de Dérive-Diffusion quantique [56,67,94] ...), ainsi que différentes méthodes de
simulations numériques [104] (méthode de raccordement de modes ou matrices de trans-
fert pour I’équation de Schrodinger [65,128]...) pour divers dispositifs.

Ce travail de thése concerne I’étude du transport électronique balistique dans des dis-
positifs semi-conducteurs qui sont munis de guides d’onde. Le principe de fonctionnement
de ces composants repose sur I'aspect ondulatoire des mécanismes de transport. Le trans-
port des électrons sera donc décrit en utilisant I’équation de Schrédinger stationnaire.
Dans un cas général multidimensionnel, nous faisons le choix d’effectuer le traitement des
conditions aux bords ouvertes a l'aide de la méthode QTBM (Quantum Transmitting
Boundary Method) [74]. Par ailleurs, les réactions de charge d’espace des électrons se-
ront décrites en utilisant I’équation de Poisson.

Dans la premiére partie du mémoire, nous présenterons des notions de base de la méca-
nique quantique, ainsi que quelques généralités sur les dispositifs semi-conducteurs ouverts
constitués de guides d’onde électronique. La seconde partie de la thése sera consacrée a
'étude spécifique du transport quantique dans les dispositifs “split-gate” AlGaAs/GaAs
et les dispositifs “nano-MOSFETs”. Le manuscrit est organisé de la maniére suivante :

dans le chapitre 1, nous introduirons les notions de base de la mécanique quantique
et de la physique du solide. Nous parlerons des effets quantiques qui peuvent appa-
raitre dans les nanostructures et nous effectuerons la description des dispositifs que
nous allons étudier dans la deuxiéme partie de la thése.

— dans le chapitre 2, nous présenterons I’étude compléte d’un dispositif & guides d’onde
électronique que nous avons baptisé le cas modéle. Nous effectuerons notamment la
description quantique du transport électronique en présentant le couplage des équa-
tions de Schrodinger et de Poisson pour un cas multidimensionnel. En complément,
nous établirons I'expression des coefficients de transmission, de l'intensité et de la
conductance dans les guides.

dans le chapitre 3, consacré a 1’étude du transport des électrons dans les dispositifs
tridimensionnels “split-gate” AlGaAs/GaAs, nous développerons un modéle prenant
en compte le confinement des charges dans la direction verticale des composants.
Nous étudierons formellement 'ordre d’approximation de ce modéle baptisé quasi-
3D, en fonction du modéle 3D complet. Nous présenterons ensuite les différents
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modéles de résolution des systémes couplés de la densité électronique et du poten-
tiel électrostatique que nous utiliserons lors de I’étude numérique.

— dans le chapitre 4, nous effectuerons I’'étude numérique des dispositifs AlGaAs/GaAs.
Nous présenterons dans un premier temps la discrétisation des équations du pro-
bléme sur différents domaines préalablement définis. Nous parlerons ensuite de la
mise en oeuvre numérique a travers 'organigramme général de calcul et du code de
calcul NESSIE (Nano-Electronics Simulator for Systems with Interference Effects)
que nous avons développé. Finalement, de nombreux résultats de simulations numé-
riques seront présentés a travers les exemples du stub électronique et du coupleur
quantique. Nous effectuerons en outre la comparaison des modéles 3D et quasi-3D,
et nous donnerons des exemples de caractéristiques courant-tension. Nous noterons
que les mécanismes de fonctionnement de ces dispositifs reposent principalement sur
les phénomeénes d’interférences quantiques qui interviennent dans la zone active du
composant.

dans le chapitre 5, nous présenterons un modéle de transport quantique dans les
“nano-MOSFETs”. Dans le cas du transistor MOS (Metal Oxyde Semiconducteur) a
I’échelle nanométrique, nous verrons qu’il est possible sous certaines conditions de se
ramener au probléme modéle présenté dans le chapitre 2, dans le cas d’un dispositif
a deux guides d’onde. Finalement, nous montrerons I'importance des phénoménes
quantiques dans ces dispositifs a ’aide des premiers résultats de simulations numé-
riques que nous avons obtenus.
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1.1 Quelques rappels de physique quantique

Nous allons rappeler dans un premier temps quelques notions de base de mécanique
quantique qui nous seront nécessaires dans la suite de notre étude [26,79].

Louis de Broglie a introduit en 1923 le postulat de dualité onde-corpuscule, selon
lequel : & toute particule possédant une impulsion p, on peut associer un vecteur d’onde
k, par la relation

p = hk, (1.1)

la longueur d’onde associée a la particule étant donnée par

2

A=
||k ||

(1.2)

En mécanique quantique, on associe alors a4 une particule dans un potentiel U(x) a I'instant
t une fonction ¥(x,t), appelée la fonction d’onde de la particule et qui obéit a 1’équation
de Schrodinger

ih%ﬂl(x,t) = HU(x, 1), (1.3)

ou H représente I'opérateur Hamiltonien

2
ﬁ:—h—A+U(X), (1.4)
2m
m étant la masse de la particule. Le premier terme représente l'énergie cinétique et le
second terme l'énergie potentielle. La signification physique de la fonction d’onde repose
sur son module au carré |¥(x,t)|?. Celui-ci représente la densité de probabilité de trouver
la particule en x & l'instant ¢. Notons que la phase absolue de la fonction d’onde n’a pas
de signification physique connue, mais que la phase relative de la superposition de deux
ondes peut affecter I'amplitude de la fonction d’onde.

Dans ce travail de thése, nous limitons notre étude aux états quantiques des élec-
trons pour lesquels la densité de probabilité est indépendante du temps. Ces états, dits
stationnaires, peuvent s’écrire sous la forme

Et

U(x,t) = ¥(x) exp(—z?). (1.5)

Ils sont alors solutions de I’équation de Schrodinger stationnaire
HU(x) = FU(x). (1.6)

La fonction ¥ peut alors étre vue comme un vecteur propre de H, I’énergie E étant la
valeur propre associée. Selon que ¥ est de carré intégrable ou non, I’énergie E appartien-
dra au spectre discret ou continu de H. Dans ce dernier cas, le courant total porté par ¥
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pourra étre non nul.

Nous allons maintenant présenter différents exemples d’effets quantiques a 'aide de
I’étude des états stationnaires d’un électron de masse m, se déplacant suivant I’axe des x
dans un potentiel simple a une dimension. Ce potentiel peut prendre I'allure d’une marche
de potentiel, d’une barriére de potentiel ou d’un puits de potentiel.

Marche de potentiel

Soit U(z) =0siz <0, U(x) =Uy > 0si x>0 (voir Figure 1.1a). On suppose une
particule émise par une source située a —oo, la solution de I’équation de Schrodinger
(1.6) dans le domaine = < 0 peut alors s’écrire

. . 2mkE
U(z) = Aexp(ikox) + Bexp(—ikox) avec ko= 4/ o (1.7)

ot le premier terme est I’onde dite incidente d’amplitude A, et le second terme I'onde
dite réfléchie d’amplitude B. Le coefficient de réflexion est défini par la relation

|BJ?
= —. 1.8

P (1.8)
La solution de I’équation de Schrodinger (1.6) dans le domaine x > 0 dépend de
la position de I'énergie F par rapport a la marche de potentiel Uy. On peut alors
distinguer deux cas : £ > Uy et £ < Uj.

— Cas E > Uy : on obtient alors

U(z) = Cexp(ikiz) + Dexp(—ikixz) avec ki = - 7

(1.9)
ol le premier terme est 'onde dite transmise d’amplitude C, et le second terme
correspond & une onde venant de +oc que 'on suppose nulle (D = 0). Les équa-
tions de continuité des fonctions d’onde (1.7) et (1.9), ainsi que leur dérivée en
xr = 0 s’écrivent

A+B=C et ko(A+ B)=kC. (1.10)

On peut alors déterminer les coefficients B et C' en fonction de A, et en déduire
I'expression du coefficient de réflexion (1.8). Ce coefficient de réflexion n’est pas
nul, contrairement aux résultats de mécanique classique. Dans ce cas précis, la
réflexion des particules est donc un effet purement quantique.

— Cas E < Uy : on obtient alors

U(zx) = Cexp(—Kz)+ Dexp(Kz) avec K = - 7

(1.11)
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ol le premier terme est une onde dite évanescente. Etant donné que la fonction
d’onde est bornée a linfini, on pose D = 0. Les équations de continuité des
fonctions d’onde (1.7) et (1.11), ainsi que leur dérivée en z = 0 s’écrivent

A+B=C et iky(A+B)=—-KC (1.12)

On peut alors déterminer les coefficients B et C' en fonction de A, et en déduire
I'expression du coefficient de réflexion (1.8). Ce coefficient de réflexion est alors
égal a 1, en accord avec les résultats de la mécanique classique. Cependant, la
densité de probabilité de trouver la particule dans le domaine x > (0 n’est pas
nulle dans ce cas quantique. Celle-ci prend la valeur

W (2)|? = |C* exp(—2K ). (1.13)

Cette densité tend trés rapidement vers 0 a mesure que l'onde pénétre dans la
marche de potentiel.

Barriére de potentiel
Soit U(x) =0siz<Oouxz>L, U(x)=Uy>0si0<az <L (voir Figure 1.1b).
Dans le cas d’'une marche de potentiel avec £ < Uy, on a montré la possibilité de
trouver la particule dans le domaine x > 0 au voisinage de la marche. C’est ce
phénoméne quantique qui est a l'origine de 'effet tunnel dans le cas d’une barriére
de potentiel. Le coefficient de transmission associé a 1’onde dans la région © > «
n’est donc pas nul.

Puits de potentiel
Soit U(z) = 4oosiz < 0oux > L, U(z) =0si 0 <z < L (voir Figure 1.1c). Dans
ce cas on considére une particule de masse m placée dans un puits de potentiel. La
fonction d’onde d’un électron plongé dans un potentiel infini (cas z < 0 ou x > L)
est nulle. La solution de I'équation de Schrédinger (1.6) dans le domaine 0 < 2z < L
est de la forme

. . 2mE
U(x) = Aexp(ikor) + Bexp(—ikoz), ko =4/ o (1.14)

Les équations de continuité en z = 0 et x = L de la fonction d’onde (1.14), ainsi
que de sa dérivée en x = 0 et x = [, permettent de trouver les relations

A+B=0 et sin(kL)=0. (1.15)

La deuxiéme condition aux bords implique que le vecteur d’onde ky ne peut prendre
que des valeurs discrétes :

Dans ces conditions, I’énergie des états dits liés au puits de potentiel (ou modes
propres), ne peut prendre que des valeurs discrétes E,, (quantification de ’énergie).
A T’aide de la condition de normalisation a 'unité de la fonction d’onde sur [0, L], on
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(A rag
Us (b)
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Figure 1.1: Description de quelques effets quantiques pour différentes configurations du poten-
tiel dans un cas unidimensionnel. Dans le cas d’une marche de potentiel en (a), on peut associer
a une onde incidente d’énergie E > Up, une onde réfléchie et une onde transmise. Dans le cas
ou l'onde incidente est associée a une énergie E < Uy, toute 'onde est réfléchie (on retrouve
les mémes résultats qui serait obtenus avec la mécanique classique). La probabilité de trouver la
particule en z > 0 aux alentours de la marche de potentiel, n’est par conséquent, pas nulle (il
existe une onde dite évanescente). Ce phénomeéne est a l'origine de leffet tunnel dans le cas d’une
barriére de potentiel (b) (il existe une onde transmise). Autrement dit, en mécanique quantique,
la particule a la possibilité de traverser une barriére de potentiel par effet tunnel. Finalement
dans le cas d’un puits de potentiel (c), les états quantiques sont dits liés aux puits, on note alors
I'apparition de modes propres, I’énergie ne pouvant prendre que des valeurs discrétes. Dans ce
cas, nous avons représenté les deux premiers niveaux d’énergie ainsi que les fonctions d’onde
associées.
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en déduit le coefficient A & un facteur de phase prés (choisi arbitrairement comme
exp(—im/2)), on écrit alors

1 . /nmx h? 72
U, (z) = msm( T ), avec E,=n’E, et E; = 2 T2 (1.17)

Finalement, dans les régions ou E > U, si deux ondes issues d’une méme source se
propagent entre les points A et B et suivent deux chemins différents (voir Figure 1.2), elles
peuvent alors se décomposer ou se recomposer suivant les différences relatives entre leur
phase (analogie avec les ondes électromagnétiques). Le phénoméne d’interférence quan-
tique est donc une conséquence de 'aspect ondulatoire du transport des particules.

A B Figure 1.2: Deux ondes issues du
méme source en A, peuvent se propa-
ger suivant deux chemins différents,
elles interférent en B.

Remarque: la quantification de I’énergie dans un puits de potentiel, peut étre considérée
comme une conséquence d'une interférence quantique dans le cas d’'une résonance (dans
ce cas, l'existence des ondes n’est plus reliée & une source extérieure).

En résumé, l'effet tunnel a travers une marche de potentiel, la quantification de I’éner-
gie dans un puits de potentiel et les phénoménes d’interférences quantiques, sont autant
de phénomeénes physiques spécifiques a la mécanique quantique.

1.2 Quelques rappels de physique du solide

Dans un solide, I’énergie d’un électron est donnée par la théorie de Bloch [5,102]. Le
potentiel U ayant la périodicité du réseau cristallin, le spectre de 'opérateur H est formé
d’intervalles fermés (appelés bandes) séparés par des intervalles interdits (appelés gap).
Pour chaque bande n, I’énergie est reliée au vecteur d’onde k par une relation de dispersion
E = ¢,(k). Les électrons sont des fermions (particules de spin demi-entier) et obéissent
au principe d’exclusion de Pauli. Il ne peut donc y avoir deux électrons dans le méme état
quantique. Les électrons remplissent les états d’énergie distribués en bande, par énergie
croissante. Des énergies plus élevées sont dés lors permises, elles se situent dans la bande
de conduction. La bande de conduction est séparée par un gap d’énergie d’une bande
dite de valence. Le niveau de Fermi Er est défini comme le niveau d’énergie maximal
pour une température absolue nulle, c’est & dire sans agitation thermique. Lorsque la
température augmente, l'agitation thermique vient bousculer I'arrangement du cristal et
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la probabilité d’occupation d’un état d’énergie F est donnée par la distribution de Fermi-
Dirac (voir Figure 1.3)

1
1+exp (B(E — Ep))’

fro(E — Ep) = (1.18)

avec 5 = 1/(kgT), T étant la température et kg la constante de Boltzmann.

Figure 1.3: Diverses représenta-
tions de la fonction de distribution
de Fermi-Dirac a des températures
différentes. A T = 0 la fonction est
carrée, telle que fpp =1si E < Ep,
et frp = 0 sinon. Quand la tempéra-
ture augmente, la fonction de distri-
bution s’éloigne de la fonction carré.

La position du niveau de Fermi par rapport aux bandes permises (séparées par des bandes
interdites) détermine la nature électrique du cristal. On distingue ainsi les conducteurs,
les isolants et les semi-conducteurs.

Dans un conducteur, I'énergie de Fermi est autorisée, elle se trouve sur la bande de
conduction (voir Figure 1.4a). Avec l'agitation thermique, les électrons peuvent trouver
dans leur voisinage un état libre pour s’y déplacer, la conductivité électrique est alors
permise. Les électrons peuvent acquérir une vitesse d’ensemble non nulle sous l'effet d’un
champ électrique, ce qui explique la conduction.

Dans un isolant, I’énergie de Fermi est située dans une bande interdite dont le gap
d’énergie est trop important pour étre franchi par les électrons (voir Figure 1.4b). La
probabilité de trouver un électron dans la bande de conduction est donc quasiment nulle.

Dans un semi-conducteur, 1’énergie de Fermi est aussi située dans une bande inter-
dite, mais dans ce cas, le gap d’énergie est suffisamment étroit (~ 1eV') pour étre franchi
sous leffet de fluctuations thermiques (voir Figure 1.4c¢). Par conséquent, quelques élec-
trons se trouvant dans la bande de valence ont assez d’énergie pour atteindre la bande de
conduction, ou de nombreux états permis sont disponibles. Ils peuvent alors aisément se
déplacer. En méme temps, des états vacants de la bande de valence, que ’on appelle des
trous, deviennent eux aussi disponibles. Un trou est équivalent & une charge positive qui
peut se déplacer librement dans la bande de valence. Un champ électrique extérieur peut
a la fois mettre en mouvement les électrons et les trous. La conduction due aux électrons
est appelée conduction de type n, et celle due aux trous est appelée conduction de type p.
La conductivité par paires électron-trou est dite intrinséque, elle est une fonction rapide-
ment croissante de la température. Il est possible de créer des régions ot la conduction est
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Er

(a) (b) (c)

Figure 1.4: Schémas de la population en électrons des bandes d’énergie permises dans un métal
(a), un isolant (b), et un semi-conducteur (c). Les régions ombrées représentent des régions du
spectre remplies d’électrons. Dans le cas du semi-conducteur, les porteurs excités thermiquement
peuvent franchir le gap d’énergie.

essentiellement de type n (respectivement de type p) en y insérant des impuretés qui vont
s’ioniser positivement (respectivement négativement) et introduire de nouveaux électrons
libres dans la bande de conduction ( respectivement de nouveaux trous dans la bande
de valence). Ce procédé de dopage des semi-conducteurs, introduit des niveaux intermé-
diaires qui contribuent a la conduction (niveaux donneurs ou accepteurs selon les types de
dopage). La conduction extrinséque obtenue par dopage, permet la réalisation des circuits
a semi-conducteurs en micro-électronique [120,133]. La grande majorité des applications
des semi-conducteurs en électronique, utilisent les phénomeénes liés aux jonctions de zones
aux propriétés électriques différentes : diode (jonctions p — n), effet transistor. ..

Finalement, notons que I'énergie d’une particule libre de masse m dans le vide est
donnée par la relation

_ k|’

2m

E (1.19)

ol k est le vecteur d’onde. Dans 1’étude des phénomeénes de transport électronique dans
les semi-conducteurs, nous effectuons I'approximation de la masse effective qui consiste
a remplacer dans toutes les formules, la masse des particules (électrons ou trous) dans
le vide par leur masse effective relative aux différents matériaux semi-conducteurs et aux
différentes bandes considérées.
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1.3 Confinement et transport

Dans le but d’obtenir un meilleur controle sur le transport des électrons, il peut étre
utile de les confiner dans une ou plusieurs directions de 'espace. Il est alors possible de
séparer le mouvement des électrons dans les trois directions de I'espace et de les traiter
séparément. Citons alors plusieurs exemples :

(a) dans le cas ou les électrons sont confinés dans une seule direction de ’espace (gé-
néralement la direction dite verticale), on voit alors apparaitre des modes d’énergie
verticaux (comme dans un puits de potentiel), tandis que les autres directions per-
pendiculaires présentent un spectre continu en énergie. Il est possible, en changeant
la densité des électrons, d’occuper uniquement le mode vertical le plus faible en
énergie (mode fondamental), ce qui laisse apparaitre un gaz d’électrons bidimen-
sionnel dans les autres directions de I'espace (voir Figure 1.5a).

(b) dans le cas ou les électrons sont confinés dans deux directions de ’espace, le trans-
port électronique ne peut alors se produire que dans une seule direction. On obtient
alors un fil quantique (quantum wire), ou guide d’onde électronique dans le cas d’'un
transport balistique (voir Figure 1.5b).

(c) dans le cas ou les électrons sont confinés dans toutes les directions de 'espace, on
réalise une boite quantique (quantum dot) (voir Figure 1.5¢).

: v
| e |

]
(a) (b) (c)

Figure 1.5: Schémas représentant le confinement des électrons dans les diverses directions de
I'espace. En (a), les électrons sont confinés dans une seule direction de 1'espace et le dispositif
est dit 2D (nombre de degrés de liberté pour les électrons). En (b), on réalise un fil quantique
a 'aide d’un confinement dans deux directions de ’espace, le dispositif est dit 1D. Comme les
électrons sont confinés dans toutes les directions de ’espace dans le cas d’une boite quantique
en (c), le dispositif est dit 0D.

1.4 Les dispositifs a guides d’onde électronique

D’un point de vue général, nous appelons dispositif & guide d’onde électronique, un
systéme dans lequel des ondes électroniques confinées dans les directions transverses d’un
guide, peuvent a la fois pénétrer et ressortir d’une zone dite “active” par un ou plusieurs
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guides d’onde. Les dimensions caractéristiques du dispositif étant de I'ordre de la longueur
d’onde des électrons, le transport électronique nécessite donc une description quantique.
Le dispositif se compose, dans son ensemble, de trois parties : les réservoirs d’électrons,
les guides d’onde et une zone dite “active” (voir Figure 1.6 pour 'exemple d’un dispositif
possédant deux guides d’onde).

guides d’onde

— > Zone .
- active -

Réservoir d’électrons

Figure 1.6: Représentation schématique d’un dispositif possédant deux guides d’onde électro-
nique.

Les réservoirs d’électrons

Dans un premier temps, les électrons qui participent au transport sont concentrés
dans des réservoirs se situant aux extrémités du dispositif. Les ondes électroniques
qui pénétrent dans le systéme (noté (2) sont émises par les réservoirs et ne possédent
aucune relation de phase entre elles. Dans les réservoirs, I'équilibre thermodyna-
mique est assuré par les collisions inélastiques subies par les électrons. Ainsi, toutes
les ondes issues du systéme €2 sont entiérement absorbées en sortie par les réservoirs.
Pour chaque réservoir, on peut définir un potentiel chimique dépendant de la tension
appliquée (i.e. quasi-niveau de Fermi associé a chaque réservoir). Une différence de
potentiel appliquée entre les réservoirs privilégie l'injection des électrons dans tels
ou tels guides d’onde, et amorce le transport électronique (il n’existe plus d’équilibre
thermodynamique en dehors des réservoirs).

Les guides d’onde électronique

Le potentiel électrostatique dans le systéme €2 définit la géométrie dans laquelle
vont se mouvoir les électrons. En effet, dans les régions ou 1’énergie potentielle est
élevée, la probabilité de trouver un électron est trés faible. Par définition dans les
guides d’onde, le potentiel électrostatique varie uniquement dans la direction trans-
verse. Les électrons sont alors confinés dans la direction transverse et le transport
électronique s’effectue uniquement dans la direction longitudinale des guides. Ainsi,
les électrons issus des réservoirs sont dirigés par les guides d’onde et pénétrent dans
une région dite “active”.
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La zone active

Les électrons qui pénétrent dans la zone active peuvent suivant la géométrie du
dispositif (c’est a dire suivant la valeur du potentiel électrostatique), et suivant la
polarisation des ports d’entrée/sortie, ressortir par un ou plusieurs guides d’onde
(ports de sortie). En effet, dans I'hypothése d’un régime balistique, la différence de
phase entre les ondes électroniques qui suivent des chemins différents dans la zone
active est uniquement obtenue par les réflexions de ces ondes sur le potentiel de
confinement. Ces ondes interférent ensuite de maniére cohérente, et c¢’est la recom-
position ou la décomposition de ces ondes de phases relatives différentes qui est a
I'origine de la transmission ou de la réflexion dans les guides. La géométrie du sys-
téme est ainsi directement responsable des fluctuations du transport électronique.

Au cours de ce travail, nous nous placons toujours dans I’hypothése d’un transport
quantique balistique. Notre objectif est de calculer les caractéristiques courant-tension de
dispositifs a guides d’onde électronique. Pour cela, nous prendrons également en compte
le phénoméne de réaction de charge d’espace : les électrons (et/ou les trous) modifient le
potentiel électrostatique dans lequel ils se déplacent a cause de 'interaction électrosta-
tique.

1.5 Présentation des dispositifs étudiés

1.5.1 Les dispositifs “split-gate” AlGaAs/GaAs

Depuis un peu plus d'une dizaine d’années, les progrés conjoints des techniques de
croissance épitaxiale et de lithographie électronique ont permis de confiner un gaz d’élec-
trons dans plusieurs dimensions spatiales d’'un composant. Ces progrés ont été a l'origine
de la notion de composants a base de guides d’onde électronique qui présentent de nom-
breuses analogies avec les circuits de guidage de I’énergie électromagnétique [131]. Ces
composants du futur, issus de la technologie split-gate [122|, présentent l'intérét d’étre
ultra rapides (régime de fonctionnement de 'ordre du Térahertz) et de faible consomma-
tion [19].

Les dispositifs ‘split-gate” AlGaAs/GaAs sont constitués d’un empilement de couches
d’hétérostructures semi-conductrices a haute mobilité et présentent des grilles métalliques
(grilles Shottky) en surface. L’alimentation en courant du dispositif est assurée par des
contacts ohmiques formant des réservoirs d’électrons et situés aux extrémités du com-
posant (voir Figure 1.7a). La configuration de dopage dans les hétérostructures semi-
conductrices fait apparaitre un potentiel de confinement pour les électrons a l'interface de
la couche de AlGaAs non dopée et du substrat GaAs (voir Figure 1.8). Tous les électrons
de conduction sont alors confinés dans le puits de potentiel, donnant ainsi naissance a
un gaz d’¢lectrons bidimensionnel (2DEG : 2 Dimensional Electron Gas) possédant une
mobilité trés élevée [1,63,91]. Un potentiel négatif appliqué sur les grilles, permet d’ob-
tenir un confinement additionnel pour le gaz 2D d’électrons en provoquant la désertion
des porteurs des zones du gaz 2D (voir Figure 1.9) positionnées sous les grilles [33]. Ce
potentiel de commande rend ainsi possible le controle du transport électronique dans la
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Figure 1.7: Représentation schématique d’un composant de type stub électronique muni de
deux réservoirs et de deux grilles Shottky (a). La disposition paralléle des grilles en surface (b)
fait apparaitre des guides d’onde électronique dans le plan du gaz d’électrons. Les électrons
confinés dans le plan, sont dirigés par les guides d’onde vers une zone dite “active” définie & la
fois par la géométrie des grilles en surface (c) et par la valeur du potentiel appliqué sur les grilles.
La zone active est le siege d’interférences quantiques.
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Energie potentielle

GaAs n-AlGaAs AlGaAs GaAs
Substrat

Gaz d’électrons

Figure 1.8: Représentation des couches semi-conductrices et du profil du potentiel vertical, avec
confinement du gaz 2D d’électrons dans le puits. Le transport électronique est bidimensionnel.

structure en “dessinant” un profil de potentiel de méme nature pour le plan du gaz 2D. Les
grilles en surface sont alors disposées de maniére a réaliser des guides d’onde électronique
reliés aux réservoirs d’électrons (voir Figure 1.7b).

" /] Figure 1.9: Vue en coupe du fil
quantique prise au centre du com-
posant. Un potentiel appliqué sur les
grilles en surface entraine des zones

de déplétion en électrons sous les
Gaz 2D grilles dans le plan du gaz 2D. On
réalise alors un guide d’onde électro-

nique.

Remarque: en électronique quantique, I'emploi d’hétérostructures semiconductrices a
haute mobilité électronique permet d’obtenir un transport sans collision de type impuretés
dans la nanostructure, et avec '’hypothése de faible température, un régime balistique. Le
régime de transport balistique (sans collision) est défini par

L<l,<ly, (1.20)

ot L représente la longueur caractéristique du dispositif électronique, [, représente le libre
parcours moyen des électrons, et [, la longueur de cohérence de phase des électrons. La
condition I, < ls qui privilégie les interactions élastiques par rapport aux interactions
inélastiques, est obtenue avec I’hypothése de faible température. Par ailleurs dans le cas
d’un régime mésoscopique ou [, < L < [y, les caractéristiques de transport sont liées a la
configuration des impuretés.

Dans le cas d’un fil quantique (voir Figure 1.10a) ot un seul guide d’onde relie entre
eux deux ports d’entrée/sortie, on peut montrer aussi bien théoriquement, qu’expérimen-
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talement, la quantification de la conductance en fonction de I'espacement inter-grilles
(c’est a dire de la largeur du guide comme le montre la figure 1.10b). En effet, dés, 1988,
la quantification de la conductance dans un fil quantique connecté a deux réservoirs a
4.2K a été mise en évidence dans [127,138|, puis pour des températures plus élevées
dans [113]. L’observation de ces phénomeénes nécessite 'obtention d’un régime balistique
(une zone active de faible dimension et des mobilités de porteurs trés élevées). D'un point
de vue théorique [69,71], le potentiel uniquement transverse qui se trouve dans les guides
(supposé suffisamment long) au niveau du gaz 2D d’électrons, fait apparaitre des modes
propres. Chacun de ces modes qui se situent sous le niveau de Fermi transporte une méme
quantité de courant. [.’évolution de la conductance GG s’effectue donc en marche d’escalier
de saut 2¢?/h ce qui exprime le nombre croissant de modes transverses du guide impli-
qués dans le transport avec l'augmentation de la largeur du guide. La conductance est
calculée & partir de I’équation (1.21) pour un systéme a I’équilibre thermodynamique et
a température nulle. On obtient alors
2
G = 2iN , (1.21)
h
avec q la charge élémentaire, h la constante de Planck et M le nombre de modes transverses
du guide se trouvant sous le niveau de Fermi.

G (2¢%/h)

>

(a) w (b)

Figure 1.10: Fil quantique (vue de dessus avec largeur du guide accentuée) (a), et quantification
de la conductance en fonction de la largeur w du guide (b).

La modulation de la tension de commande appliquée a des grilles fixes en surface montre la
méme quantification de la conductance avec un saut a chaque croisement entre un niveau
quantifié (confinement perpendiculaire aux guides) et le niveau de Fermi. En définitive,
le potentiel appliqué sur les grilles controle la géométrie du dispositif et notamment la
largeur du guide |142|.

Dans le but d’obtenir la mise en place des fonctions pour 1’électronique non-linéaire
sur de nouvelles échelles, il a été envisagé d’étudier des structures plus complexes que la
structure de base du fil quantique, pouvant présenter des discontinuités (cavités ...) et
plusieurs guides d’onde [19,90,136|. Dans ce sens, des études sur différentes structures ont
été envisagées. Citons comme exemples :

— les structures composées d’un seul guide d’onde qui présentent une cavité (T-stub)

[20,35,115],



1.5 Présentation des dispositifs étudiés 27

les structures qui présentent une constriction [119,124],
— les structures composées de trois guides d’onde dites de “switch” (Y-branch) [88,137],
— les structures a anneaux |21,111],
— les structures a guides d’onde croisés |7,108|,
les structures qui réalisent le couplage de deux guides d’onde (coupleur quantique)
[40,109,126,128 130,134, 141]
et autres. .. [16,27,31,48,59,85,107,114,123,139|
Les mécanismes de fonctionnement de I’ensemble de ces composants reposent sur les phé-
nomeénes d’interférences quantiques qui apparaissent dans la zone dite “active” de trés
petite dimension dans laquelle se dirigent les électrons (voir Figure 1.7¢). Si I'on souhaite
ne pas détruire les interférences quantiques en évitant toute perte de cohérence de 1'onde
électronique dues aux impuretés, il est nécessaire de se placer dans un régime balistique.
Les principes de fonctionnement de structures complexes constituées de plusieurs guides
d’onde associés a des ports d’entrées/sorties (comme 'exemple du coupleur quantique
sur la Figure 1.11) ont été décrits dans la section précédente. Rappelons briévement que
contrairement aux principes de fonctionnement d’un transistor a effet de champs, dans les
dispositifs a interférences quantiques, les électrons ne sont pas stoppés directement par
une barriére de potentiel controlée par les grilles. En effet, les électrons peuvent, suivant
la géométrie du dispositif (c’est a dire suivant la modulation du potentiel appliqué aux
grilles), et suivant la polarisation des ports d’entrée/sortie, ressortir par un ou plusieurs
guides d’onde (ports de sortie).

Grilles Shottky

Réservoir d’électrons

Guide d’onde /

Figure 1.11: Représentation schématique d’'un composant dont la disposition des grilles et des
contacts ohmiques définit une configuration coupleur quantique simple-branche faisant appa-
raitre quatre guides d’onde (la largeur des guides et la zone active n’étant pas ici a I’échelle en
comparaison avec les dimensions de la grille).

Remarque: les caractéristiques de commutation peuvent dépendre d’un changement dans
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une partie de la géométrie dans laquelle aucun courant ne circule, ce qui dénote la carac-
tére non local du fonctionnement du dispositif [30].

Remarque: il existe des limitations technologiques liées a la fabrication de ces dispositifs.
La difficulté majeure concerne le dépot des grilles en surface. Des problémes apparaissent
inévitablement pour une longueur de grille inférieure & 100nm [122].

1.5.2 Les “nano-transistors” MOSFETSs

Le transistor MOS est le composant électronique le plus employé de nos jours [120].
Le transistor a effet de champ MOSFET (Metal Oxyde Semiconductor Field Effect
Transistor) posséde une grille G (Gate) (isolée du canal par une couche de dioxyde de
Silicium SiOy) ainsi que trois électrodes (voir Figure 1.12). On note alors S, la Source qui
est le point de départ des porteurs, D, le Drain qui est le point de collecte des porteurs,
et B (Body) le substrat de Silicium Si.

Source Grille Drain
%Siog‘iﬁ
=
Figure 1.12: Transistor MOS & ca- §§ Canal \
nal N. Le transistor est composé Subq’rrat P
d’une grille, d'une couche d’Oxyde, T
ainsi que des électrodes de la source,
du drain et du substrat de Silicium. Réservoirs d’ electrons

N

Trés souvent, les électrodes de la source et du substrat sont électriquement reliées, on
retrouve alors un composant dans lequel le courant entre la source et le drain [Ipg est
commandé par une tension Vgg entre la grille et la source. Dans chaque type de MOS-
FET, on peut distinguer le MOSFET a canal N ou le courant provient du déplacement
d’électrons et le MOSFET a canal P ou le courant provient du déplacement des trous.

Dans cette thése, nous proposons I'étude uniquement des dispositifs n-MOSFETs a
canal V. Les électrons sont alors concentrés dans les réservoirs d’électrons qui se situent
sous la source et le drain, et un canal d’électrons d’une dimension de quelques dizaines de
nanomeétres se forme donc sous la couche d’Oxyde. Si 'on applique une tension négative
sur la grille, les électrons sont repoussés et la conductivité du canal diminue (voir Fi-
gure 1.13a).

Nous notons Viso 1a tension de commande pour laquelle le transistor se bloque (Ipg = 0).
Pour chacune des tension de grille V55, nous pouvons obtenir une caractéristique courant-
tension Inpg en fonction de Vpg (woir Figure 1.13b). Si le potentiel entre la source et le
drain est faible, le transistor se trouve dans un régime linéaire. Ce régime linéaire laisse
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Figure 1.13: Caractéristiques courant-tension du transistor MOS. (a) représente la caractéris-
tique de transfert, et (b) les caractéristiques Ing en fonction du potentiel Vg pour différentes
valeurs du potentiel de grille Vg.

place a un régime de saturation (Ipsar) quand la valeur du potentiel devient plus éleveé.
Les transistors MOS (& appauvrissement) sont passants sans tension de commande de
grille Vs = 0, et si nous notons Ipsg la caractéristique courant-tension correspondante,
nous obtenons alors la relation usuelle suivante

V. 2
Ins = Ipss (1 _ G5 ) (1.22)

GSoff

La réduction agressive de la taille du canal a un ordre de grandeur de plusieurs dizaines
de nanométres (dans le but d’améliorer les performances du composant), fait apparaitre
plusieurs limitations physiques comme discutées dans [6,125|. Dans notre étude, nous
allons nous affranchir des problémes qui peuvent étre liés a la fabrication d’un “nano-
MOSFET”. Dans ces dispositifs de trés petite taille, les effets quantiques sont prépon-
dérants (confinement des électrons dans le canal...). En outre, nous supposerons que le
transport des électrons et des trous est balistique.

Remarque: il existe d’autres alternatives permettant de concevoir des nano-transistors,
citons par exemple le transistor a double grille [62,92].
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2.1 Position du probléme

2.1.1 Définitions et hypothéses

Le dispositif modéle que nous considérons occupe un volume € de R constitué de la
zone active €y de géométrie quelconque, et de N guides d'onde Q; (j = 1,...,N). On
note I'; (j = 1,..., N) l'interface entre le guide €, et la zone active, et Iy la frontiére
extérieure de €2 (voir Figure 2.1).

Figure 2.1: Représentation de la
géométrie {2 du probléme modéle,
ainsi que ces différentes parties et
frontiéres (exemple d’un dispositif
possédant trois guides d’onde).

Hypothése 2.1 Nous allons supposer que :

(i) la longueur d’onde des électrons est du méme ordre de grandeur que les dimensions
du systeme.

(ii) la région Q peut admettre des zones dopées. Le dopage peut étre positif (donneurs
ionisés N} ) ou négatif (accepteurs ionisés N ).

(iii) le transport électronique est balistique (sans collision).

(iv) la probabilité de trouver un électron en dehors du domaine 0 est nulle (zones de fort
potentiel).

(v) le potentiel électrostatique dans les guides Q; (j =1,..., N ) dépend uniquement de la
direction transverse : V.=V (&;) ou & € I'j et n; € RY représentent les coordonnées
locales de 2 (voir Figure 2.2).

(vi) les interfaces guides d’onde-zone active I'; (j = 1,...,N) se trouvent dans un état
de quasi-équilibre. En d’autres termes, tous les phénoménes de conduction liés aux
électrons qui entrent ou qui sortent de la zone active en I';, ne représentent alors
qu’une petite perturbation pour le guide Q; et le réservoir d’électrons qui lui est as-
socié. Par conséquent, les électrons dans le guide j se trouvent dans un mélange
statistique d’états obéissant a la distribution de Fermi-Dirac avec le potentiel chi-
mique i du réservoir j.

Remarque: la coordonnée locale §; représente dans le probléme modéle un ensemble de
coordonnées locales sur I'; de dimension (d — 1).
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Figure 2.2: Coordonnées locales du I /
guide j. §; et n; représentent respec- Q. & r. 0
tivement, la coordonnée transverse J T J 0
et la coordonnée longitudinale du :

guide. o \

2.1.2 Les effets électrostatiques

La densité de charge d’espace p est reliée au déséquilibre local existant d’une part
entre les donneurs ionisés N;) et la densité électronique libre n, et d’autre part entre les
accepteurs ionisés N, et les trous libres p. On obtient alors

p=q(Nj— Ny —n+p), (2.1)

ou g désigne la charge élémentaire. Dans la zone active, le potentiel électrostatique V
induit par les charges d’espace est alors solution de I’équation de Poisson

V(e (x)VV(x)) = pS]() dans  Q, 22)

avec les conditions aux bords que 'on précisera plus loin,

ol €, est la permitivité du vide, et ¢, est la constante diélectrique relative aux différents
matériaux semi-conducteurs composant le domaine 3. Dans le probléme modéle, nous
définissons les conditions aux bords pour le potentiel électrostatique sur les bords 02y du

type :

— Neumann homogénes ou Dirichlet sur les bord I'y. La nature des conditions aux
bords pour le potentiel électrostatique V' sur ces bords est liée & la physique du
modéle d’étude. Dans la deuxiéme partie de la thése, nous sommes amenés a étudier
uniquement des cas ot les conditions aux bords sont du type Dirichlet ou Neumann
homogénes sur des parties de I'y. Dans le probléme modéle, nous choisissons des
conditions de Dirichlet, notées V4, sur les bords I'y, et de Neumann homogenes sur
les bords I'y, avec

F(] == FUD U FON- (23)

— Neumann homogeénes sur les frontiéres guides d’onde-zone active I'; (j =1,..., N)
a cause de l'invariance par translation du potentiel sur ces limites. Ces limites sont
supposées se trouver dans un état de quasi-équilibre.

Remarque: dans I'hypothése de quasi-équilibre, les bords I'; peuvent s’interpré-
ter comme les coupes transverses d’'un fil quantique supposé infini, lequel posséde
une distribution d’énergie relative au réservoir d’électrons j. Dans ces conditions,
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il serait possible d’introduire des conditions de Dirichlet sur les frontiéres guides
d’onde-zone active I'; pour le potentiel électrostatique, a I'aide de la résolution d'un
systéme couplé entre la densité et le potentiel sur chacun de ces bords. Ce modéle
dit de quasi-équilibre sera développé spécifiquement pour chacun des dispositifs qui
seront étudiés au cours de cette these.

En résumé, les conditions aux bords pour le potentiel électrostatique sont définies par
(VVn) =0 sur I'; (j=1,...,N),
(VVin) =0 sur Do, (2.4)
V(x)=Vy, sur Ty,

avec n normale extérieure au domaine )5. Dans notre description du probléme modéle,
I’expression de la densité de trous est supposée connue. Nous allons, dans un premier
temps, établir I'expression de la densité électronique en fonction du potentiel électrosta-
tique, et nous définirons par la suite les différents systémes non-linéaires couplés.

2.2 Le modéle de transport des électrons

2.2.1 L’approche quantique

Les électrons sont, émis par les réservoirs dans les divers guides d’onde j en accord avec
la statistique d’'un gaz de fermions, caractérisée par la distribution d’énergie de Fermi-
Dirac et du potentiel chimique associé au réservoir du guide j. En présence d’un mélange
statistique d’états W, la densité électronique pour un potentiel électrostatique V' donné
peut s’écrire de maniére générale comme une somme sur tous les guides de toutes les
configurations d’états d’énergie F possible dans ce guide

n(x) =2 Y |Ue()*frn(E — ), (2.5)

j=1 {E}

ol |Wy(x)|? est la densité de probabilité de présence de I'électron d’énergie E en x, le
facteur 2 intervient comme facteur de spin de I’électron, et p; est le potentiel chimique
associé au guide j.

Remarque: la somme sur les configurations d’énergie qui intervient dans la formule (2.5),
est suivant les cas une somme discréte ou une intégrale.

Nous allons maintenant donner une version plus précise de la formule (2.5). Les fonctions
qui y apparaissent sont des états de scattering de I'opérateur de Schrédinger que nous
cherchons & déterminer.
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Equation de Schrédinger et conditions aux bords d’ondes entrantes

Le systéme que ’on cherche a résoudre peut s’écrire

hQ
( 3 -AVE(x) +U(x)¥p(x) = E¥g(x) dans €,
m
Up(x)=0 sur Iy, (2.6)
| avec les conditions aux bords d’ondes entrantes sur les I';(j =1,..., N).

L’énergie potentielle U est donnée par
U(x) = —qV(x) + E.(x), (2.7)

avec E,. I’énergie potentielle du cristal semi-conducteur.

Remarque: dans le but de simplifier la description du probléme modéle, la masse effec-
tive des électrons est supposée isotrope, constante et égale a m*.

Tout le probléme consiste donc a déterminer les conditions aux bords entrantes sur les
bords I';. Dans ce but, nous proposons d’utiliser la méthode QTBM (Quantum Transmitting
Boundary Method) décrite en [74] et utilisée dans les problémes d’électromagnétisme [82].

Nous allons tout d’abord effectuer la décomposition de 'onde dans les guides. On note
U, le potentiel transverse dans le guide j. On peut alors exprimer (2.6) dans €2; a l'aide
des coordonnées locales &; et 1; (voir Figure 2.2)

h?
( —5 AV (&, m;) + Ui (&) VE(E, nj) = EVg(E,n;) dans T'; x Ry,
Ur(&,nj) =0 sur Iy, (2.8)

| avec Wg(&,n;) bornée.

Toute fonction Uy qui satisfait (2.8) sur €2; peut alors s’écrire
Vg (&:m) = Z F )X (&), (2.9)
m=1

ott {x7, }men- est la base orthonormée de vecteurs propres transverses sur L*(T;) a va-
leurs dans R, diagonalisant I'opérateur de Schrédinger transverse défini sur I'; avec des
conditions aux bords de Dirichlet homogénes

(o

A, X (&) + Ui (&)X (&) = Blx, (&) dans T,

2m*

{ Xi (&) =0 sur Ty, (2.10)

/ X‘an‘Zﬂ/ dfj = 6m,m’7
Wy

J
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ot EJ représente la valeur propre réelle transverse associée a y/ , m l'indice du mode
transverse, et J est le symbole de Kronecker. Nous notons alors fJ la fonction d’onde
longitudinale définie sur R, et qui est associée au mode transverse m. En insérant l'ex-
pression (2.9) dans (2.8),I’équation sur les fonctions d’onde f7 s’écrit

h2 od? . .
o fm(ny) = (B — ER) fa(n;)  dans Ry,
2m* diy " ’ (2.11)
avec  fI(&) bornée.
En définissant le nombre d’onde &/ (FE) par
j 2m* j
k (F) = 72 \E — E}|, (2.12)
les solutions de f/ peuvent alors s’écrire sous la forme
Fal) = ahe o £ bR s m < M(E),
_ (2.13)
fa(ng) = blye ko siom > MI(E),

avec :
~ a/ , Pamplitude de I'onde incidente du guide j et du mode m, supposée connue.
b/, Pamplitude de I'onde réfléchie-transmise ou le coefficient de I'onde évanescente,
du guide j et du mode m.
— MY (E), le nombre de modes propagatifs donné par

MI(E) =sup{m > 1; E > EI }. (2.14)

Remarque: comme f/ doit étre une fonction bornée sur R, on ne tiendra pas compte
i . ;
des termes en e dans le cas o m > M/(E).

Finalement, la fonction d’onde ¥y a pour expression dans €;

M [e%¢)
Up(&,m) = Y (ahe "W 40 g (&) + Y (bhe FNGL(E)  (2.15)
m=1 m=M1J+1

Remarque: dans (2.15), la premiére somme regroupe ’ensemble des modes transverses
dits propagatifs tandis que la deuxiéme somme regroupe l’ensemble des modes évanes-
cents. I’onde transverse définie par les fonctions d’onde y/ ne se propage pas, elle est
dite stationnaire. Le transport électronique s’effectue uniquement suivant la direction lon-
gitudinale du guide.
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Remarque: les fonctions propres x7 et les valeurs propres £/ solutions de (2.10) peuvent
étre déterminées analytiquement dans certains cas simples comme avec un profil de po-
tentiel de confinement U; de nature carré ou parabolique. En mécanique quantique, les
approximations sous forme carré ou parabolique d’un profil de potentiel réel sont trés sou-
vent utilisées, elles permettent de trouver les fonctions propres x,, et les valeurs propres
FE,, respectives du puits carré quantique ou de l'oscillateur harmonique quantique. Dans
notre probléme modeéle, le profil du potentiel de confinement transverse U; est supposé
quelconque et nous aurons donc a traiter numériquement un probléme aux valeurs propres.

Nous allons maintenant établir des conditions aux bords entrantes dans les guides,
indépendantes des coefficients b/,. A I'interface I';, (2.15) s’écrit

Mi(E) oo
Up(&om=0)= > (a, +)x0L(E) + D (&), (2.16)
m=1 m=M7i(E)+1
ou bien encore
Vg, = Z W\ (& (2.17)

et comme {x? },en- forme une base orthonormée de L?*(T7), on définit les coefficients W7
par

W, - / W€y, = ), ;. (2.18)
Jr;

(2.16) implique que

al, + b, si m < M/(E)
W = (2.19)
b siom> M/ (E)

En différenciant (2.15) par rapport a n; puis en posant 7; = 0, on trouve alors

M (E) 00
Oy Uri = Y (~al, + W)L (E)XGL(E) — > KB (&) (220)
m=1 m=M7(E)+1

En utilisant expression (2.19) des coefficients »/, en fonction des ¥/ . dans (2.20), on
obtient finalement I’expression des conditions d’ondes entrantes aux interfaces guides
d’onde-zone active indépendantes des b/,

M (E)

Oy Uy, = S KL(E) 20, + WL)NL(E) S K(EWLLE).  (221)

m=1 m=MJ (E)+1



38 Chapitre 2. Les dispositifs a guides d’onde électronique : un cas modéle

L’équation de Schrédinger (2.6) définie sur le domaine borné €y avec des conditions
aux bords entrantes (2.21), peut se mettre sous la forme variationnelle suivante :

Trouver ¥ € H(Qp) = {V:Qy — C; ¥ € H'(Qp); ¥ =0sur [y}, tel que

(2.22)
Vo € H, a(V, ) = L(D),
ol a est une forme bilinéaire, symétrique et continue sur H* ()
om* N M (E)
a(W,d) = /Q VOVP dy + = /Q (U — E)Ud dQ, — ZZ kI (F)W &
0 0 : m=1
+Z Z ki'n( )V,
J=1 m=Mi(
(2.23)
et L est une forme linéaire continue sur H'(Qg)
N Mi(E)
L®) = =2y > alkl( (2.24)
7=1 m=1
avec
= / Uyi, dg et @) = / D7, dé;. (2.25)
T T

Théoréme 2.1 Soit B, = inf,, ; EJ et soit V donnée dans L>(Qy). Par conséquent, il
existe suite croissante (E;(V))jen+) qui tend vers 400, telle que le probléme variationnel
(2.22) admette une solution unique pour chaque al donnée et pour chaque E € {E >

Epin, E # E,,Np > 1}.

Preuve: I'analyse de 'existence et de l'unicité de la solution du probléme est effectuée
en 9] a 'aide de 'alternative de Fredholm. Notons que plusieurs détails de la preuve
peuvent se retrouver en |82| pour des problémes analogues en électromagnétisme. 0

La densité électronique quantique

Le calcul de la densité électronique doit prendre en compte les états relatifs a la
propagation du transport électronique dans les divers guides j, et les divers modes my.
Dans le cas o une seule onde associée a un vecteur d’onde longitudinal £ > 0, est injectée
dans le guide jy et dans le mode propre transverse mg, on a

@l = 6} ioOmmo- (2.26)

m

L’énergie E peut alors s’écrire avec (2.12)
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h2k?
o2m*

E(jOa my, k) = Er]r?g + (227)

Remarque: dans chaque guide, il existe un sens unique pour l'injection de 'onde, k£ > 0.

Sur la figure 2.3 représentative de I’équation de dispersion (2.27) dans un guide jp, nous
pouvons distinguer plusieurs feuillets d’énergie associés aux différents modes transverses
d’injection my.

E my = 2
A
1 my = 1
moy = 0
Figure 2.3: Courbes représenta-
| tives de l’équation de dispersion
: (2.27) dans un guide jo. A chaque
E, | mode mgy est associé un feuillet
d’énergie différent.
F, !
El ! »
0 dk k

Les fonctions d’onde Ug qui sont solutions de (2.6) et (2.21), sont paramétrées par les
indices jg,mg, k. On obtient alors les états W), x, avec (jo = 1,..., N, my € N*, et
k € R ). Nous définissons alors la densité électronique comme un mélange statistique
d’états W .k, On obtient une fonctionnelle densité de V' non locale en x

N oo 00 ) . dk
V1) =230 3 [ g P e (Blma k)~ i) 5 (229)

Jjo=1mg=1

Remarque: le transport électronique dans la direction longitudinale du guide j; n’est
autorisé que si £ > E,,;, = inf,, ; EJ . Dans les cas ou I'injection ne s’effectue sur aucun
mode, les états électroniques sont dits liés au systéme (ils ne participent pas au transport).
Dans ce probléme modéle, la contribution de ces états propres au calcul de la densité
électronique n’est pas prise en compte.

2.2.2 L’approximation semi-classique : Thomas-Fermi

Nous faisons I’hypothése que le potentiel électrostatique V' varie lentement en compa-
raison avec la longueur d’onde des électrons. Dans ces conditions, nous pouvons définir
une approche semi-classique pour le calcul de la densité des électrons dépendant unique-
ment du potentiel local via 'approximation de Thomas-Fermi [5]. I.’énergie d’un électron
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est alors modifiée de sa valeur en énergie d’un électron libre par la valeur du potentiel
local

_ P2lk|®

2m*

E + U(x), (2.29)

avec k le vecteur d’onde de I'électron libre. Dans ce cas, les charges électroniques sont
des charges libres dans toutes les directions de I'espace. Les solutions de ’équation (2.6)
munie des conditions aux bords périodiques,, sont des ondes planes (normalisées sur tout
I'espace a 'amplitude unité). L’expression de la densité électronique est uniquement dé-
terminée en fonction de la distribution de Fermi-Dirac et de la densité d’état. A la limite
thermodynamique (grand volume) et quand le systéme se trouve a I’équilibre, on obtient

Vel =2 [ fen(B0V0010) ) o (2.30)

ou (1/(2m)") représente la densité d’état dans I'espace des k, le facteur 2 représente le
facteur de spin de I'électron, et p le potentiel chimique défini a I'équilibre (= p; V).
L’approximation de Thomas-Fermi suppose donc que la densité de particule est une fonc-
tionnelle du potentiel électrostatique V' locale en x.

Remarque: dans cette approche semi-classique, nous pouvons aisément effectuer le calcul
de la densité de trous par analogie. Dans ce cas, la relation de dispersion dans la bande
de valence s’écrit

Pk

th*

FE =

+ (U(x) — A(x)), (2.31)

ol my* est la masse effective des trous, et A représente le gap d’énergie entre la bande de
conduction et la bande de valence des matériaux semi-conducteurs. La densité des trous
a alors pour expression

fro (u — E(V(x), k)) (;;d. (2.32)

Vool =2

R

Remarque: on peut aussi écrire un modéle de transport Thomas-Fermi avec un potentiel
chimique qui dépend de x. Ce potentiel chimique est alors solution d’une équation de type
dérive-diffusion. Dans le cas ou les potentiels chimiques des réservoirs sont différents, le
systéme se trouve dans un état hors-équilibre. Dans notre modéle (2.30), les potentiels
chimiques de tous les réservoirs sont égaux a p et le systéme se trouve donc a ’équilibre.
Dans des situations hors-équilibre, il n’est pas paru nécessaire de développer I’approxima-

approximation définie a I’équilibre, dans le seul but d’initialiser la résolution numeérique
du systéme couplé quantique Schrédinger/Poisson.



2.2 Le modéle de transport des électrons 41

2.2.3 Récapitulatif des modéles

Dans un cadre général, le systéme non-linéaire couplé sur le potentiel électrostatique
V' peut s’écrire d’une maniére unique pour les deux modéles physiques dans €2

V(e (x)VV(x)) + %Q[V](x) - %(N;(x) ~ N;(x)), dans Q,

(2.33)
avec les conditions aux bords (2.4) ,
ol G est la fonctionnelle définie par
G[V] =n[V] —p[V]. (2.34)

Dans cette section, nous effectuons la synthése des résultats précédemment établis concer-
nant les modeéles semi-classique et quantique, puis nous discutons sur ’existence et 1'uni-
cité des solutions des systémes couplés.

Le systéme Thomas-Fermi/Poisson

Dans I’approche semi-classique, les densités de charge induites par les électrons et les
trous, ont été définies par I'approximation de Thomas-Fermi en (2.30) et (2.32). Pour
rappel :

n[V(x)] = Q/d JFD <E(V(X)vk) - N) (Qd:)d
B (2.35)
E(V(x),k) = h%‘;l' +U(x),
et
plV(x)] =2 /d frp (H - E(V(X)’ k)) (Qd:)d
/R (2.36)

s

th*

E(V(x), k) =

+(U(x) — A(x)).

Par conséquent, G est une fonctionnelle densité de V' locale en x.

Théoréme 2.2 Le probléeme (2.33) admet une solution unique V € H' ().

Preuve: la dérivée de n[V] par rapport a V' est strictement positive et a pour expression

- 48 2 (B _ dk
n'[V] = 2 /... cosh (2 (E(V(X), k) ,u)) on) (2.37)
la dérivée de p[V] par rapport a V' est strictement négative et a pour expression
/ qap o (B dk
Vi=-— :osh —(pu—E(V k 2.38
=2 [ ot (S BV ) o (2.38)

G est donc une fonction monotone et croissante de R dans R. Par conséquent, le théoréme
est vérifie d’aprés [68]. O
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Le systéme Schrddinger/Poisson

Dans le cas quantique, n[V] est une fonctionnelle densité de V' non locale en x. La
densité de trous est supposée connue (en fonction de V). Rappelons 'expression de la
densité électronique établie en (2.28)

N
> , dk
V100 =233 [ 10 e (B )~ ) 5
jo=1 mqo 0 (239)
. ) h2k2
E(jo, mo, k) = B+ Sy

ou les fonctions d’onde, W, ., k, sont solutions de I’équation de Schrédinger dans €2 :

G
_Q—WAq]jo,moyk (X) + U(X)\Ijjoymoyk (X) = Eq]joymo,k(x) dans QO=

U mok(x) =0 sur T,

Mi(E)
O Wiy, = 3 K, (B)(=2ad, + W) (&) (2.40)
’ m=1
— Y EL(E)ULG(E) surlesT; (j#0),
m=Mi (E)+1

| ot B = E(jo,mo, k) et al, = 0;00mmo;

avec :

N, le nombre de guides.

al , Pamplitude de I'onde incidente (connue).

&;, la coordonnée locale transverse du guide j (voir Figure 2.2).

X’ et EJ | les vecteurs propres (modes propres) et valeurs propres (niveaux d’éner-
gie) de I’équation de Schrodinger transverse exprimée dans le guide j ou I'on suppose
que le potentiel est transverse.

M(E), le nombre de modes propagatifs

MY (E) =sup{m > 1, E > EJ }.

kJ (E), le nombre d’onde

- 2m* <
Bn(B) = |5 11— Bl

W/ le coefficient défini par (en posant U = W, ... 1)

v, :/ U, ;.
F,

7
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Théoréme 2.3 Il existe une solution V- € H'(y) satisfaisant le systéme couplé (2.33),
(2.39) et (2.40).

Preuve: le résultat d’existence a été démontrée en [9]. O

2.3 Calcul du courant et de la conductance

Dans cette section, nous allons établir I’expression du courant électronique en fonction
de la tension de polarisation des ports, dans le cas ot le potentiel électrostatique est connu.
Nous effectuons la description quantique du transport électronique a l'aide de 1’équation
de Schrodinger définie en (2.40), et nous présentons deux méthodes permettant le calcul
du courant électronique. La premiére méthode est basée sur 'expression de la densité
de courant dans un mélange statistique d’états. La deuxiéme méthode nécessite le calcul
des coefficients de transmission dans les guides [18,28,30]. Cette derniére méthode nous
permettra de définir par la suite, la notion de conductance.

2.3.1 Le courant électronique : définition

Notons jj, me.x 1a densité de courant relative a la fonction d’onde ¥, ., » solution de
(2.40) avec une énergie

B2 k?

E(j k) = E% .
(Jo, Mo, k) mo T Gy

(2.41)

Nous pouvons alors définir le courant électronique total J(x) dans €y, en remplacant
dans I'expression de la densité quantique (2.28), la densité de probabilité de présence de
I’électron par la densité de courant d’un électron. On obtient

N 00
>, . dk
J(x) =2 Z Z / .]jg,mg,k(x)fFD(E(]U;mO: k) — Njo) by (2.42)
jo=1mp=1 0
Par la suite et afin d’alléger I’exposé, nous allons omettre les indices jg, mg, & dans W, 0 &
et jjo,mo,k'

En mécanique quantique, la densité de courant j associée a une fonction d’onde W est
donnée par

j(x) = %zm{ﬁ(x)VW(x)}, (2.43)

avec Im{a} partie imaginaire de a. L’intensité I; est définie par le flux de courant qui
traverse I'; (frontiére guide d’onde-zone active, voir Figure 2.2) par

I; = /,(J‘"j) d¢; (2.44)

7
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Remarque: d’aprés le sens de la normale n; du guide j, si I; <0, alors le courant dans
le guide j pénetre dans (), et si I; > 0, alors le courant dans le guide j sort de €.

Proposition 2.1 La somme algébrique des courants entrants dans le systeme (g est égale
a la somme des courants sortants de ce systéme (loi des noeuds)

d I =o. (2.45)

Preuve: d’apreés la formule de Green, on peut écrire

/ divJ dQy = /(J.n) dr, (2.46)
Joy Jr

avec n normale extérieure au domaine ) et la frontiére I' est définie par I' = 0€2y. D’apreés
la loi de conservation locale de la charge, on a

divJ = 0. (2.47)

Puisque I' = Ty U Ty, - U Ty, et que le courant sur les limites I'y est nul (la fonction
d’onde est nulle sur I'y), on trouve finalement

Z/F_(J.nj) de; =0, (2.48)

et avec (2.44) le résultat est immédiat. O

2.3.2 Expression du courant en fonction des coefficients de ré-
flexion et de transmission

Seules les ondes électroniques qui se propagent dans le systéme par I'intermédiaire des
guides d’onde, participent au transport électronique. De ce fait, nous pouvons extraire des
fonctions d’onde présentes dans les guides toutes les informations relatives au transport
électronique comme le taux de transmission, 'intensité et la la conductance. Rappelons
Iexpression de la fonction d’onde présente dans un guide j que nous avions auparavant
définie en (2.15) par

M [e%¢)
U(&,m) = D _(ahe ™™ 4 b i )yd (&) + D> (Blae )X (&), (2.49)
m=1 m=MJ +1

L’injection d'une onde d’amplitude unité dans un unique guide j, et dans un unique mode
myg, peut étre obtenue avec la condition

al, = 0 joOm.mo- (2.50)
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Nous obtenons alors la fonction d’onde W;; du guide j, défini en port d’entrée

Mo

\I’jn(gjmnjo) —e monmxm +Zb7n zkmnmxm + Z b7“ mn]()X]O

m=MJo 41

et la fonction W; des autres guides j # jo définis en ports de sortie

U;(&,m;) = Zby zkmmX + Z b e mmxm

m=M7i+1

Remarque: nous pouvons alors identifier plusieurs types d’onde :

45

(2.51)

(2.52)

— l'onde incidente dans le guide j, définie par le premier terme de 1’équation (2.51),

. I , N
notée Wi - et égale a

I 7:kjo . .
Wi =€ oMo (o)

— l'onde réfléchie dans le guide jo définie par le second terme de 1’équation (2.51),
Elle est constituée d’'une somme sur ’ensemble des modes propagatifs des

\IJR

Jo,mo,k"

(2.53)

notée

ondes d’amplitude b/ et de nombre d’onde k7, qui sont réfléchies par le systéme

Mo

(k39
]Ozmoz Z b70 ' "o X70 (6]0)

~ T'onde transmise dans le guide j (j # jo) définie par 'équation (2.52), notée W7 7
Elle est constituée d’une somme sur I’ensemble des modes propagatifs des
d’amplitude b’ et de nombre d’onde k! , qui sont transmises par le systéme

T~>7 ik,
jg,mg, Zb7 ‘ m”]X 57)

(2.54)

Jo mo,k

ondes

(2.55)

— l'onde évanescente dans les guides j (j = 1,..., N) définie par les derniers termes
des équations (2.51) et (2.52), notée U7 Elle est constituée d’une somme sur

Jjo,mo,k
I’ensemble des modes évanescents

F .i . .
Ui = Z bl ki (&5).

=Mi+1

(2.56)
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1
\I]joymoyk W T—j
. Al

E—jo

Figure 2.4: Représentation schématique des ondes réfléchies, transmises et évanescentes dans
les guides jo et j (j # jo), dans le cas o une onde est injectée dans le guide 7.

Les ondes propagatives incidentes (2.53), réfléchies (2.54), et transmises (2.55) trans-
portent toute l'information, tandis que 'onde évanescente (2.56) tend a disparaitre le
long des guides d’onde (voir Figure 2.4).

Pour exprimer les coefficients de réflexion-transmission et leurs propriétés, il est com-
mode d’indexer les fonctions d’onde par I'énergie E plutot que par le vecteur d’onde.
Alinsi, nous posons

\IIE’jo,mo = Wj07m07k7 (2'57)

ol k > 0 est défini par (2.41). On définit le coefficient de transmission 7"°, "™ (E) comme

Jo—J
la fraction d’électron incident dans le guide jy et le mode my associée & Vg ;i n,, qui est
transmise dans le guide j et le mode m

( ki (E) | . |
T;ni—;m(E):M‘bﬁnf si 1<m< M/(E),
) Tie"(B) =0 siom > Mi(E), (2.58)
| 7m0y = 0 si E<El, ou E<E.

On note T, ., le coefficient de transmission défini comme la fraction d’électron incident

dans le guide jy et le mode mg associée & W i ., qui est transmis dans le guide j sur
tous les modes propagatifs m

Tre (B) =Y T ™ (E), (2.59)
m=1

et dans le cas particulier ou j; = 7, le coefficient de réflexion R_;;“] associé a \TIEJ-O,mO, est
défini par
RYC(E) =T, (E). (2.60)

jo—Jjo
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Proposition 2.2 On définit le flux de courant incident pour onde injectée dans le gquide
Jo, le mode my, et possédant une énergie E par

. qh

fine = — kl° (F), (2.61)

* Mo

ainst que le flux de courant dans le guide j par
ij = / (d;-m;) d&;, (2.62)
i

ot le courant j; est défini a l'aide de Uexpression (2.43). Le flur de courant total dans
chacun des guides est alors donné par :

ijo = _lmr‘(l - R;?ZO (E)); (263&)
= 1incT5)°;(E) si j# Jo. (2.63b)

Preuve: le calcul des densités de courant j; est obtenu dans le guide jy et les guides j
(7 # Jjo) en substituant respectivement les fonctions d’onde (2.51) et (2.52), dans 'équation
(2.43). A I'aide de la relation d’orthonormalisation des fonctions propres des guides donnée
n (2.10), et aprés calcul, on trouve

5 Mio(E)
ij(]:?‘i (= kb ( Z ko (E)[bi0?) (2.64a)
5 M (E)
= > KL(B)BL s o (2.64b)
m=1

En utilisant les définitions (2.58), (2.59), (2.60) et (2.61), on en déduit alors les expressions
(2.63a) et (2.63b). O

Remarque: si I'on suppose connue la valeur de la fonction d’onde {I\]E,jo,moa alors les
coefficients b, peuvent étre déterminés a l'aide des équations (2.18), (2.19) et (2.50). On
a alors

bfﬁn =-1 +/ {I}E,jo,mn (5.7'0’ n.io)X%go (é‘jn) dé‘jm
F,
7o (2.65)
o= [ Frsum € mNl€) A6 st 5 # o
r

J

Remarque: une onde injectée dans le guide j, et dans le mode mg peut étre transmise (ou
réfléchie) suivant un ou plusieurs modes propagatifs m en sortie. Dans ce cas, le transfert
est dit multimodal.



48 Chapitre 2. Les dispositifs a guides d’onde électronique : un cas modéle

Proposition 2.3 Les coefficients de réflexion et de transmission vérifient la relation

Ry°(E)+ ) T = 1. (2.66)

70%7
J#Jo

Preuve: dans la formulation variationnelle de I’équation de Schrédinger que nous avons

établie en (2.22), (2.23) et (2.24), nous posons la fonction test ® = W. On obtient alors
en prenant la partie imaginaire de I’ensemble

M (E)

N
= kL(E)|Wi > = —2Re{ki (E)T. "},
7j=1 m=1

avec Re{a} partie réelle de a. Puis en ajoutant de part et d’autre de I’expression le terme
kX (E), on trouve

M (E)

N
Z k ‘\Iﬂ - ,Jo(smmo|2 = kvyv(z)o(E)a

j=1 m=1
et finalement avec les définitions (2.19) et (2.50)

M (E)

N k]m
Z k?n 2 =1

=1 et Ko (

—_

O

Nous allons maintenant considérer la contribution totale au courant dans le guide 7,
dans le cas ou des électrons sont injectés dans le guide jg, sur chacun des modes my
et suivant une distribution d’énergie de Fermi-Dirac liée au potentiel chimique p;, du
réservoir d’origine. On peut alors écrire

dk
Ljosj = 2 Z / k) fro (E(jo, mo, k) — pu5) 7 (2.67)
mo=1"

En utilisant les résultats (2.61) et (2.63b), ainsi que le changement de variable (2.41), on
obtient alors

Tjoms = = Z / T (E) frp (E(jo;mo,k') — Mjo) dFE. (2.68)

m()]

L’intensité du courant du guide j, au guide j peut encore s’écrire avec (2.58) et (2.59)

q o0
]j0—>j = ﬁ/ﬂ Tj0—>j(E)fFD (E - Mjo) dE7 (2'69)
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ott le coefficient de transmission T}, ;(F) est défini comme la fraction d’électron incident
dans le guide j, qui est transmis dans le guide j. Avec l'aide de (2.58) et (2.59), on obtient

Tjoi(B) = Y T ™ (B (2.70)

mo,m

L’intensité du courant résultant dans un guide j se calcule comme la somme sur la diffé-
rence des contributions des intensités entre les guides j; et j

I; = Z(Ijo—w' - ]j—>j0)= (2.71)
Jo#J

ou Ij,_,; est I'intensité du courant transmis du guide j, au guide j, et I; _,; est I'intensité
du courant transmis du guide j, au guide j. On note par convention I; positif, si le courant
dans le guide j sort du systéme, et I; négatif, si le courant dans le guide j pénetre dans
le systéme. Avec (2.71) et (2.69), on obtient finalement

j h Z / {TYO%J fF‘D(E H]O) - Tjajn(E)fFD(E — ,uj)} dFE. (2.72)
Jo#j "

Proposition 2.4 Soit E tel que E > EZ,? et £ > EZ,{” Yio # 71, les coefficients de

transmission vérifient alors les propriétés de réciprocité suivantes :

TmOm (B = TMm (), (2.73)

Jo—J1 J1—Jo

Preuve: nous pouvons établir la relation (2.73) avec ’aide de la formulation variationnelle
de 'équation de Schrédinger que nous avons écrite en (2.22), (2.23) et (2.24). Supposons
que {I\IE’jO’mO soit la fonction d’onde solution de I'équation de Schrédinger (2.40), et si 'on
pose la fonction test égale a ®p j, ., on obtient alors une premiére expression

(Y jomos P jymi) = L(PE gy my )-

Supposons maintenant que ® ;, ,, soit la fonction d’onde solution de I'équation de Schro-
dinger et Wg j, m, la fonction test, on obtient alors une seconde expression

APk jymi» YE jomo) = L(YE jomo)-

Comme a est une forme symétrique, les formes bilinéaires a sont donc identiques, et on
obtient une égalité entre les deux formes linéaires L

L(CI)EJH ;M ) = L(\IlEyjoymo)'

Puisque a/ = = 0;,joOm,mo POUT @E,jo,mo solution de I’équation de Schrodinger, et @/, = 5.1 O
pour ®g j ., solution de I'équation de Schrodinger, on obtient alors

ko i = 7t Wit (2.74)
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Jjo — pio J1 — pit 5 i igqi J
Notons enfin que, ®% = b)5 et WL = b}, ou les coefficients de transmission b/, sont
définis en (2.65). Dans le cas ou jy # ji, on trouve

bl = / D iy mn (Ejos Mio) X1 (E50) o,

Tjq
b, = / U g jo.mo (8515 15 )Xm, (§51) 4.
o
On peut alors écrire (2.74) sous la forme
Jo

b‘Z:“ — pio Mo (2.75)

mo ]
ki,
Le coefficient de transmission (2.58) pour une onde W j, m, @ pour expression

ki (E) |
ngzml(E):L( ) |
° k2 (E)

b

et avec l'aide de (2.75) on obtient

mo—>rmi _ kﬁﬂ (E) .jO

2

3

qui n’est rien d’autre que I'expression du coefficient de transmission 77", "™ (FE) pour une

onde ®g ;i m,. U

Remarque: avec (2.70) et la relation de réciprocité (2.73), on trouve

Tio—j = Tjsio- (2.76)

On obtient alors avec la relation de réciprocité (2.76)

=25 [ Do) frnl )~ fenlE =)} dB @)

Jo=1

Remarque:
— D'expression (2.77) est identiquement nulle pour jy = j. Par conséquent, nous avons
levé la restriction sur la sommation.
le systéme est dit en équilibre si tous les guides possédent une polarisation identique,
c’est a dire p; = pj, = p. Dans ce cas, la condition I; = 0, Vj, est vérifiée.
si v; représente la tension de polarisation du guide j, on peut alors écrire que

1 = 1= quj. (2.78)
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la vérification de la loi de conservation (2.45) sur les intensités définis dans le cas
général (2.72), est obtenue a I'aide de (2.66).
— a température nulle 'expression de l'intensité du courant dans le guide 7 devient

N .
q Hio
I =— Z/ Tjos;(E) dE. (2.79)

jo=1"H

Nous proposons d’illustrer la notion d’intensité a travers deux exemples portant sur
un systéme a deux guides d’onde, puis & quatre guides d’onde.

Exemple d’un systéme a deux guides d’onde : La figure 2.5 représente le transport
électronique dans le cas d’un systéme a deux guides d’onde relié aux réservoirs 1 et 2.
Les potentiels chimiques des deux réservoirs sont séparés en énergie par un potentiel
u. Nous pouvons constater que le courant ne circule que dans le sens des potentiels
chimiques les plus élevés au moins élevés et uniquement dans la gamme d’énergie
définie comme la différence des distributions d’énergie de Fermi-Dirac des deux
réservoirs. En appliquant I’équation 2.77, on trouve pour 'expression de l'intensité

Sl
Figure 2.5: Circulation du courant dans le cas d’un systéme a deux guides d’onde reliés a deux

réservoirs. Les potentiels chimiques, associé & chacun des guides, sont séparés en énergie par un
potentiel wu.

|
|
|
|
|
|
=>r
I
|
|
|

Ej

E}

dans le guide 2 (notons que I, = —1I;)

L= [ Ta(BY{(fon(E — w) — frn(E — a)} dE.

:Whg

Et & température nulle
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N

Exemple d’un systéme & quatre guides d’onde : Prenons le cas d'un systéme a
quatre guides d’onde illustré sur I'exemple du coupleur quantique sur la figure 2.6.
On obtient pour l'intensité dans le guide 4

Iy = % /0 {Tlazt(f}?n ~ frn) + Tosalfiep — frop) + Taoa(fip — f’ihn)} d&,

ol f,@n = frp(E — pj). Supposons maintenant que la tension de polarisation dans
les guides 2, 3, et 4 soit identique et égale a u. Supposons encore une polarisation
nulle pour le réservoir associé au guide 1. On trouve alors pour l'intensité dans le
guide 4 relative a “I’effet backward”

o

d T4 (E)(fip — frp) dE.

I, =L
! mh J,

RN S E—
Figure 2.6: Schéma du coupleur
quantique possédant quatre guides
d’onde. S I

2.3.3 La conductance

Dans le but de rendre compte des effets de non-linéarité dans les caractéristiques
courant-tension, il est utile d’introduire la notion de conductance. Dans un cas général,
la conductance (différentielle) est définie par

ol

GfW.

(2.80)
Dans un systéme composé de plusieurs guides d’onde, la conductance entre deux guides

j et jg est donnée par

01,
L — _ 7Jog 2.81
Gjoj 8(vj — Ujg) (2.81)

Nous allons supposer que le flux de courant I ; est uniquement porté par les guides j et
Jo indépendemment des autres guides [17,21]

Lio; = Tjgsj — Tj—sjo- (2.82)
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Hypothése 2.2 Nous allons supposer que les potentiels électrochimiques i, ; s ’€loignent
tres peu de la valeur du potentiel électrochimique p a ’équilibre (ce qui conduit a des “peti-
tes” différences entre les tensions de polarisation des guides d’aprés (2.78)). Dans ce cas,
nous supposons encore que les coefficients de transmission T),_,; sont bien approzimés par
leur valeur a Uéquilibre T)) ;.

On peut alors effectuer la décomposition en série de Taylor a I'ordre 1 de la fonction de
Fermi-Dirac par rapport a E en (1, ; — p). On obtient ainsi

o1,
ool — i) = olB) + (-2 ) (s — ), (283

ou f2, = frp(E — p) est la distribution de Fermi-Dirac a I’équilibre. En substituant
le développement (2.83) dans I'expression de l'intensité (2.82), on obtient avec (2.69) et
(2.78)

2
q ~
Toj = ﬁTjo—U(Ui - Ujo)v (2'84)
ol fjoﬁj est défini par
7= [Ty (Yo ap 2.85
Jo—3 — jnaj( ) oF : ( . )
Jo

Nous obtenons alors pour la conductance défini en (2.81)

¢ ~

Gjoj = — o (2.86)

Remarque: B
comme T} _,; = T, d’aprés (2.76) et (2.85), on obtient G,; = Gjo-

— d’aprés (2.84), l'intensité entre deux guides est proportionnelle a leur différence de
potentiels (quand cette différence est petite). Le systéme a guides d’ondes électro-
nique est donc équivalent a un réseaux de résistances de telle sorte qu’avec (2.71),
(2.82), (2.84) et (2.86), l'intensité au guide j s’exprime

I =) Gjilv; — vj,). (2.87)
Jo

a température nulle, la dérivée de la fonction de distribution de Fermi-Dirac dans
(2.85) se transforme en une fonction delta de Dirac non nulle pour £ = u. Nous
retrouvons alors a 'aide des équations (2.59), (2.70) et (2.86) la formule de Landauer-
Biittiker [17, 21, 71|

2 Mo

q mo
Gjoj = ﬁ Z Tjo—hj(/ﬁ)' (2'88)

mo=1
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Cette formule traduit le phénoméne de quantification de la conductance. Elle est
utilisée dans des cas oul la température est trés faible, et ou les différences entre les
potentiels de polarisation sont petites.
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3.1 Position du probléme

3.1.1 Introduction

Dans les dispositifs “split-gate” AlGaAs/GaAs, le transport électronique peut étre
considéré comme classique dans les régions qui entourent les réservoirs et comme quantique
dans la région qui se situe sous les grilles de commande Shottky. Toutes les réflexions des
ondes électroniques qui peuvent apparaitre a 'entrée des guides sont concentrées dans une
zone dite de transition. Les zones tridimensionnelles classique, quantique, et de transition,
sont représentées sur I'exemple du stub électronique sur la figure 3.1a.

Zone de transition

! !

Zone

DE

Zone active

classique

Zone
classique

TRANSITION

(b)

(a) Zone quantique

(c)

Figure 3.1: Description des zones de différentes natures dans le cas du stub en (a). Un gros
plan sur le guide a U'entrée de la zone quantique est présenté en (b). (¢) représente la restriction
du domaine d’étude a la zone quantique (vue de dessus).

Nous allons concentrer notre étude uniquement sur les phénomeénes de transport quan-
tique. Par conséquent, le transport électronique dans les zones classiques, ainsi que les
phénomeénes de réflexion relatifs a la zone de transition, ne seront pas pris en compte. On



3.1 Position du probléme 59

note €2 la géométrie d’étude telle que :

— ) est la restriction de la zone quantique dans les régions ot la probabilité de trouver
un électron est non nulle dans le plan du gaz 2D d’électrons (on ne tient pas compte
des régions de fort potentiel qui se situent sous les grilles loin de la zone active,
voir Figure 3.1c).

— ) est délimité dans les guides loin de la zone active et loin de la zone transition,
avec la condition selon laquelle le potentiel dans les guides est transverse. Ainsi, le
potentiel dans les guides est supposé ne plus subir I'influence des phénomeénes de
réaction de charge d’espaces pouvant apparaitre, soit dans la zone de transition,
soit dans la zone active (voir Figure 3.1b). Cette condition implique que les limites
bidimensionnelles guides d’onde-zone active, de la géométrie d’étude €2, se trouvent
dans un état de quasi-équilibre.

Le domaine de restriction d’étude €2 est présenté a travers les exemples tridimensionnels
du coupleur quantique et du stub électronique sur les figures 3.2a et 3.2b.

(a) (b)

Figure 3.2: Exemples de la restriction de la géométrie d’étude (zone active) : dans le cas du
coupleur quantique (a), et dans le cas du stub électronique (b).

Dans ce modéle, nous allons supposer que les tensions de polarisation aux limites guides
d’onde-zone active sont identiques aux tensions de polarisation des réservoirs d’électrons
qui leur sont associés. ['injection des ondes incidentes s’effectue ainsi directement dans
les guides. Rappelons alors la relation (2.78) qui associe le potentiel chimique p; du guide
J au potentiel de polarisation v; du réservoir correspondant

My = b — quj,

ou p est le potentiel chimique a I’équilibre.

La grande majorité des articles cités en introduction concernant 1’étude du transport
quantique dans les divers dispositifs & guides d’onde électronique, suppose des systémes bi-
dimensionnels ot le gaz d’électrons est déja formé et dont la géométrie est délimitée par des
murs infinis de potentiel (projection des grilles en surface). Il s’agit le plus souvent de ré-
soudre I'équation de Schrodinger 2D dans des domaines bornés avec un potentiel constant
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et d’en déduire les coefficients de réflexion et de transmission des ondes sur les frontiéres.
Dans ces cas ou la géométrie du dispositif est simple, c’est a dire que la décomposition en
zone rectangulaire du domaine d’étude est possible, la méthode de raccordement de modes
pour le calcul des fonctions d’onde est fréquemment utilisée [129,135]. La méthode QTBM
présentée dans le chapitre précédent, propose la résolution par la méthode des éléments
finis de la formulation variationnelle de I’équation de Schrédinger munie de conditions aux
bords entrantes. Cette méthode apparait pertinente dans le traitement de géométries dites
complexes possédant un potentiel quelconque (“smooth”) |96,121]. En effet, 'image du po-
tentiel de grille sur le plan du gaz d’électrons est nécessairement un potentiel “mou”. Cette
derniére remarque, nous invite a penser que les effets électrostatiques qui se produisent
dans le composant semi-conducteur sont de nature tridimensionnel. Par conséquent, pour
définir un modéle qui tienne compte de la réaction de charge d’espace des électrons dans
le calcul du potentiel électrostatique, il est nécessaire de tenir compte d'un systéme tridi-
mensionnel [118|. Etudier le modéle de transport quantique 3D revient alors a appliquer
le probléme modéle défini au chapitre 2 de la premiére partie, pour un cas tridimensionnel.

Dans les dispositifs étudiés, les électrons se trouvent confinés dans la direction verticale
essentiellement au niveau de 1’hétérojonction AlGaAs/GaAs. Nous pouvons illustrer ce
résultat a ’aide de la figure 3.3 qui donne une idée de I’extension du gaz d’électrons dans
la direction z sur I'’exemple d’un stub électronique.

Figure 3.3: Localisation du gaz
d’électrons dans le stub électronique.
Le gaz d’électrons est confiné dans la
direction verticale du composant au
niveau de I’hétérojonction. En com-
plément, quand un potentiel néga-
tif est appliqué sur les grilles, le gaz
d’électrons déserte les zones se trou-
vant sous ces grilles.

Dans ces conditions, si le calcul du potentiel électrostatique semble nécessiter une
résolution tridimensionnelle, le calcul des fonctions d’onde a 'aide de I'équation de Schro-
dinger 3D peut étre simplifié en notant le confinement vertical du gaz d’électrons et donc
sa nature bidimensionnelle. Afin de tenir compte de cet aspect du gaz, nous proposons de
définir un modéle qui consiste d’une certaine maniére a découpler la résolution de I'équa-
tion de Schrodinger 3D en z et x, y (section 3.2). Nous I'avons baptisé le modéle quasi-3D.
Nous espérons ainsi diminuer le coiit numérique de nos simulations tout en conservant



3.1 Position du probléme 61

une bonne approximation du modéle 3D complet.

Remarque: en effet, dans le modéle de transport 3D, le calcul de la densité électronique
nécessite la résolution d’un grand nombre d’équations de Schrédinger 3D, ce qui implique
I'utilisation de grandes ressources informatiques. Nous montrerons dans le chapitre 4,
que le modéle de transport quasi-3D (qui ne nécessite principalement que la résolution
d’équations de Schrodinger 2D), rend obsoléte une description tridimensionnelle compléte
du transport des électrons, et de ce fait, diminue le coiit numérique.

Dans la section (3.3), nous proposons d’analyser I'ordre d’approximation du modéle quasi-
3D de maniére formelle. Commencons tout d’abord par quelques définitions et hypothéses.

3.1.2 Définitions et hypothéses

Toutes les hypothéses (2.1) énoncées au chapitre 2 dans le cadre du probléme modéle
restent valables concernant ’étude des dispositifs AlGaAs/GaAs. Toutefois comme il n’y
a pas de dopage négatif dans la nanostructure, il n’y a donc pas de trous. De plus, le
dopage positif dans la couche n-AlGaAs (voir Figure 1.8) est supposé uniforme.

Dans la suite de I’étude, nous faisons le choix d’étendre la zone active €2 jusqu’aux
limites de la géométrie d’étude €). De ce fait, {2y = €2 et nous obtenons

N
aQO — F(] U (U F]),

J

ou les bords I'; représentent les frontiéres bidimensionnelles des guides d’onde j et de la
zone active €Qy. I'y est défini par

FUZFBUFTUFF,

avec le bord I'y (B : Bottom) qui représente la base du composant quand z = 0, le
bord 't (T : Top) la surface du composant quand z = L,, et les bords I'r (F : Face)
I’ensemble des autres faces du composants ne comportant pas les frontiéres aux guides.
Notons finalement, I't, et 'y, respectivement les zones en surface du composant avec ou
sans les grilles

I'p =Ty, Uly,.

Remarque: quand un potentiel négatif est appliqué sur les grilles, les électrons désertent
les zones se trouvant sous celles-ci. Cependant, la probabilité de trouver un électron sous
les grilles est négligeable uniquement dans les zones de trés fort potentiel [33]. Afin de
prévenir d’éventuelles erreurs d’approximation dans le modéle liées aux conditions aux
bords de confinement du gaz d’électrons dans la direction transverse des guides d’onde,
nous proposons d’élargir les frontiéres I'; au maximum comme indiqué sur les figures 3.4a
et 3.4b.
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Grilles Grilles

v | v Y o4 VY 1Y
: GaAs: GaAs :
n-AlGaAs  In-AlGaAs
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re— = =

pe| 44
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1 1 1 1
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&
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(a) (b)
Figure 3.4: Représentation schématique de la position du gaz d’électrons (2DEG) sur 'exemple

d’un dispositif possédant un guide d’onde sur une face (a) (stub), et deux guides d’onde sur une
face (b) (coupleur).

v

Le domaine d’étude tridimensionnel €2, ainsi que ses différentes frontiéres sont représentés
en perspective dans le cas du coupleur quantique sur la figure 3.5.

I'r

G

Figure 3.5: Représentation des di- 4 3
vers domaines de la zone d’étude Cr
tridimensionnelle du coupleur quan-
tique. A la surface du composant,

2 B
.
on note I et I't, respectivement §
Ta To b Lz &N Fg

les zones avec les grilles et sans N
les grilles. Les sections I'; (j # 0) L Q&

contiennent les frontiéres bidimen- gz I
sionnelles guides d’onde-zone active.

;.

I'n
Posons maintenant {2y = wx]0, L[, oi wy représente le domaine bidimensionnel défini
par

N

wo =)0, L,[x]0,L,[ avec Owy= yrU (U%)’ (3.1)
J

Ainsi, les frontiéres vp et ; représentent les traces des domaines I'y et I'; sur le plan wy
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Les domaines équivalents 2y et wyx]0, L,[, ainsi que leurs frontiéres, sont représentés sur
I'exemple du coupleur quantique, respectivement sur les figures 3.6a et 3.6b.

r
Ta | ZTU

0 R 0
(a) (b)

Figure 3.6: Description des domaines d’étude g en (a) et wyx]0, L,[ en (b), sur 'exemple du
coupleur quantique.

3.2 Le modéle quantique quasi-3D

3.2.1 Préliminaires

L’idée de départ consiste & décomposer ’énergie potentielle U (x) (X = (z,vy, z)) de la
maniére suivante :

U(x) = Ui (2) + Us(z,y) + u(x), (3.3)
ou Ui (z) est défini comme un potentiel vertical sur |0, L,[, Us comme un potentiel bidi-
mensionnel sur wy, et © comme un potentiel sur €2;. Cette décomposition est arbitraire
et non unique. Dans la suite de 1'exposé, nous traiterons le potentiel u(x) de maniére
perturbative, et nous indiquerons la stratégie que nous avons adoptée pour calculer les

potentiels U; et Us.

Toute fonction W(x) définie sur €, peut se décomposer comme
U(x) =Y ¢"(@,y)dn(2), (3.4)
n=1

ot {}, }nen est la base orthonormée de vecteurs propres sur L%(]0, L,[) a valeurs dans R,
diagonalisant 'opérateur de Schrodinger vertical défini sur |0, L,[ avec des conditions aux
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bords de Dirichlet homogeénes

( h2 d2
72m* @¢n(2) + U] (2)¢n(z) = Ezn¢n(z) dans ]O, Lz[a
! Su(2)=0 en z=0 et z=1L,, (3.5)

L.
\ /0 ¢n(z)¢n’(z) dz = (sn,n’a

ou F,, la valeur propre réelle verticale associée a ¢,, et n l'indice du mode vertical.
Nous notons alors, ¢"(z,y) la fonction d’onde bidimensionnelle définie sur wy et qui est
associée au mode vertical n. En insérant I'expression de la fonction W (3.4) dans I'équation
de Schrodinger 3D définie dans €y (2.6), nous obtenons alors le systéme d’équations de
Schrodinger 2D couplées suivant :

( 2

AG(z,y) + Unlr, g (2. ) + 4" (o, y)<_/0 Cu(x)]6a(2)? dz)

2m*

=) ([ n@ulon () d2) = (B = B (@y) dans

1/)"(3’;71/):0 sur g,

L avec les conditions d’onde entrantes sur les v;, (j =1,..., N).

Remarque: le gaz d’électrons étant principalement concentré dans un puits de potentiel
se trouvant dans le GaAs, la masse effective des électrons (intervenant dans I’équation de

Schrodinger) est par conséquent supposée égale a la masse effective des électrons dans le
GaAs.

Hypothése 3.1 Nous allons supposer que u(x) est une fonction lentement variable dans
la direction z en comparaison avec les fonctions propres ¢, (z). L’échelle de variation de u
en z €tant supposée beaucoup plus grande que [’échelle de variation des fonctions ¢, nous
choisissons de ne pas prendre en compte les termes non-diagonauz de 'équation (3.6)
(puisque {py }nen- forme une base orthonormée de L*(]0, L,|)).

Nous appelons modéle quasi-3D le modéle qui consiste & ne conserver que les termes
diagonaux de 'équation (3.6). A I'aide de la décomposition (3.3), on trouve pour le terme
d’énergie potentielle

~

Galen) = [ W60 =01(:)) 6,() = (3.7
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Finalement, on note ¢, les fonctions d’onde solutions de I'équation de Schrédinger 2D
suivante :
(B

_Q—WAwg)B'D(:E: U) + ﬁn(xa y)d’&m(% U) = (E - Ezn)wgﬁ’l)(xa U) dans Wo,

Ysp(@,y) =0 sur g, (3.8)

| avec les conditions d’onde entrantes sur les v;, (j =1,..., N).

Sur les frontiéres guides d’onde-zone active ;, le potentiel bidimensionnel [7” dépend
uniquement de la direction transverse &; du guide j (découle directement du fait que U
posséde la méme propriété). Le probléme (3.8) peut, par conséquent, s'interpréter comme
le probléme modéle défini en (2.6) pour un cas bidimensionnel. Les solutions du probléme
tridimensionnel peuvent s’écrire d’aprés (3.4) de la fagon suivante :

Waap(x) = > tian (@, y)dn(2). (3.9)

3.2.2 Description détaillée du modéle quasi-3D

Dans cette section, nous proposons de présenter les différentes étapes de calcul des
fonctions d’onde quasi-3D a partir du potentiel électrostatique V', lesquelles seront néces-
saires a la résolution de la densité électronique n[V]. La description des conditions aux
bords sur le potentiel électrostatique, solution de I’'équation de Poisson, sera présentée
ultérieurement dans la suite de 'exposé.

Calcul du potentiel U,

On définit I'énergie potentielle par
U(x) = —qV(x) + E.(2), (3.10)

avec E.(z) I'énergie potentielle liée au bas des bandes de conduction des diverses couches
semi-conductrices (F, est donc une fonction constante par morceaux sur z). Nous définis-
sons la densité surfacique par

nsV1(z, y) = /0 aV(x) de. (3.11)

Dans le but d’obtenir un potentiel U; dépendant uniquement de z quel que soit x ou
y, nous choisissons alors d’approximer le potentiel U; par la moyenne du potentiel U
pondérée a 1'aide de la densité surfacique des électrons sur le domaine w

/ U(x)ns[V](z,y) dedy
Ui[V](z) = ==

(3.12)
/ ns[V](z,y) dedy
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Nous savons que le domaine wy est composé d'une zone ot sont concentrés les électrons
et d’une zone privée d’électrons qui se situe principalement sous les grilles. Contrairement
a la zone “vue” par les électrons (constituée des guides d’onde et du milieu de la zone
active), dans la zone désertée par les électrons, la densité électronique surfacique (inté-
grale de la densité dans la direction verticale) est nulle puisque le profil du potentiel U
dans la direction z ne présente pas de puits de potentiel au niveau de 1’hétérojonction
AlGaAs/GaAs. La figure 3.7 présente deux types de profils de potentiel et de densité
possibles dans la direction z a x,y fixée. Lorsque nous effectuons la moyenne sur z,y du
potentiel U, les profils de potentiel sur z dans lesquels aucun électron n’est confiné, ne
doivent pas étre pris en compte, puisque le potentiel U; est un potentiel qui doit étre “vu”
par les électrons. Nous choisissons alors de pondérer cette moyenne sur wy par la densité
surfacique ns.

AlGaAs/GaAs L AlGaAs/GaAs L

Figure 3.7: Présentation de deux types de profil de potentiel U et de densité n possibles dans
la direction z & x,y fixée. Le profil de potentiel dans une zone “vue” par les électrons (a gauche)
présente un puits de potentiel au niveau de ’hétérojonction AlGaAs/GaAs dans lequel les élec-
trons sont confinés. A l'inverse, le profil de potentiel dans la zone désertée par les électrons (sous
les grilles) implique une densité électronique nulle.
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Remarque: le potentiel U; dépend du potentiel électrostatique total V. Les fonctions
d’onde verticales ¢, (z) associées aux valeurs propre F,,,, dépendent alors aussi du poten-
tiel électrostatique V.

Une fois le potentiel U;(z) déterminé, nous pouvons calculer les fonctions propres verti-
cales ¢, (z) associées aux valeurs propres E,, a l'aide de (3.5).

Remarque: un exemple d’un profil de potentiel vertical U; est donné sur la figure 3.8. Les
premiers niveaux d’énergie se situent a proximité de 'interface du AlGaAs et du GaAs. Si
nous supposons que les niveaux des potentiels chimiques des réservoirs se situent dans le
puits de potentiel, de telle sorte que seul le premier niveau d’énergie de la fonction d’onde
$1(z) soit occupé, alors tous les électrons sont confinés dans le puits et le le transport
électronique est dit bidimensionnel.

Figure 3.8: Profil du potentiel ver-
tical U; et représentation de l’al-
lure des deux premiéres fonctions
propres verticales. Chacune des fonc-
tions propres verticales a pour base
la valeur de l’énergie propre qui lui
est associée.

AlGaAs/GaAs L

Conditions aux bords pour I’équation de Schrédinger 2D

Nous obtenons avec (3.7) et (3.12), les divers potentiels U, (z,y) qui définissent les
géométries bidimensionnelles dans lesquelles vont se mouvoir les électrons. La figure 3.9
illustre le plan du gaz d’électrons pour un profil de potentiel U,, confiné en z = z,.

Remarque: pour chaque état ¢,, la hauteur de confinement z, du gaz d’électrons peut
étre déterminée de maniére plus précise que la limite du plan d’interface des deux hétéro-
structures AlGaAs et GaAs. En effet, la hauteur 2z, peut étre définie comme la moyenne
sur I’étendue spatiale de la fonction d’onde ¢, (z) normée

L.
Zn :/0 2| (2)? dz. (3.13)
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2DEG

Figure 3.9: Le potentiel de struc-

ture peut se décomposer en un po- T
tentiel U; dépendant de z et en un
potentiel ﬁn dépendant du mode ver-

tical n et de x,y au plan d’interface

Z=zp.

Nous sommes maintenant en mesure de calculer les fonctions d’onde g5 (2, y) solu-

tions de I’équation de Schrodinger 2D (3.8). On note U’g(g,), le potentiel transverse sur
7; (limite guide d’onde-zone active). Par conséquent, les fonctions d’onde g, sont aussi

solutions du probleme modéle pour un cas bidimensionnel. On définit X7 , et EJ . res-
pectivement les fonctions propres a valeurs dans R, et les valeurs propres réelles qui sont
solutions de I’équation Schrodinger transverse sur v, suivante :

/ hQ d2
m* d£2

Xp n(gj) + U (6]) (6]) anp n(fj) dans ’Vj;

) Xp,n(fj) =0 sur 9, (3.14)

/ X\;ny;)’n dgj = (sp,p’a

\ /I

ot {XJ, }pen+ forme une base orthonormée de L*(T';). La fonction d’onde bidimensionnelle
dans le guide j a alors pour expression

P}
Voap(Ejng) = > (ad e b 4 bl )R (g)
=l | (3.15)
+ > (O] e R (&),
p=Pi+1

avec :
~ kJ ,(E), le nombre d’onde

(3.16)

, 2m* ~
k'z]),n(E) = \/ E - E., — Ej,
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PI(E), le nombre de modes transverses propagatifs

PI(E) =sup{p > 1;(E ~ E,,) > EI_}. (3.17)
p
— a,%’n, I’amplitude de I’onde incidente du guide j pour le mode transverse p et le mode

vertical n (connue).
— b%yn, I’amplitude de 'onde réfléchie-transmise ou le coefficient de 'onde évanescente,
du guide j, du mode transverse p et du mode vertical n.
En appliquant la méthode QTBM, définie dans I’étude du probléme modéle, nous obtenons

les conditions aux bords d’ondes entrantes sur les v; suivantes :

Pl(E) o0
O isny, = D ipa(B) (200, + 6L )R0AE) — 30 Ka(B)aR0a(&).
‘ p=1 p=PL(F)+1

(3.18)

ou 97 . est un coefficient défini par

'zy),n _/ 7/’8317%,71 dg;.
r;

Remarque: dans le cas ou (E — E,,) < Emm = inf, ; E;%n , le transport électronique
n’est plus autorisé et il n’y a plus de somme sur les modes propagatifs dans (3.15) et
(3.18). Notons que la condition (E — E,;) > 0 est une condition nécessaire au transport

bidimensionnel d’électrons.

Par analogie avec I’étude du probléme modéle, nous pouvons écrire sous forme variation-
nelle le probléme (3.8) et (3.18). L’existence et I'unicité de la solution sont alors assurées
a I'aide du théoréme 2.1.

Calcul de la densité électronique

Considérons une onde injectée dans le mode vertical ng, le guide jy, le mode transverse
po et possédant une impulsion k, et notons alors 3° ' (z,y), la fonction d’onde solution
de I’équation de Schrédinger 2D (3.8) munie des conditions aux bord entrantes (3.18) o1

I’on pose
a%,n = 0;,jo0p,poOn.no> (3.19)

et ¢n,(2), la fonction propre verticale associée a la valeur propre E,,, , solution de I’équa-
tion de Schrodinger 1D (3.5). D’apreés I'expression du nombre d’onde (3.16), nous pouvons
écrire la relation de dispersion
o h2 I{J2
E(j[]ap()an[]ak) - Ezno +E]0 + . (320)

Po,no 2m*
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Nous définissons la densité électronique comme un mélange statistique d’état wm 0o kPro-
On obtient alors

= > 16uy(2)* m3p (2, y), (3.21)
no=1

ol nyY, est défini comme la densité du gaz d’électrons bidimensionnel portée par le mode
vertical ng

dk
Nyt (x,y) = 22 Z / W)]o:pok )| fFD( (Jos Po, 10, k) *Mjn) DI (3.22)
Jo=1po=1"~
La densité surfacique définie en (3.11) peut encore s’écrire
ns[V](z,y) = Y n3h(w,y). (3.23)
no=1

En résumé, la densité électronique et le potentiel électrostatique seront obtenus a tra-
vers la résolution d’un systéme non-linéaire couplé Schrédinger 1D /Schrédinger 2D /Poisson
3D. Le tableau (3.1) dresse un récapitulatif du systéme non-linéaire couplé associé au mo-
déle quantique quasi-3D.

3.2.3 Conditions aux bords sur le potentiel

La densité de charge d’espace p s’écrit en tenant compte de la présence des donneurs
ionisés N, dans la couche AlGaAs dopée uniformément, et de la densité des électrons n
dans la structure. On obtient alors dans €2

p(x) = q(N} (=) — n(x)). (3.24)

Le potentiel électrostatique V présent dans le dispositif est solution de I’équation de
Poisson définie dans la présentation du probléme modéle en (2.2)

p(x)

V(e (2)VV(x)) =

dans ), (3.25)

ou €,.(z) représente la constante diélectrique relative aux différentes natures des couches
semi-conductrices dans la direction z.

Dans notre étude, les conditions aux bords pour le potentiel électrostatique sur les
bords 02y que nous utilisons sont :

des conditions de Neumann homogeénes nulles sur la limite du substrat en I'y (z = 0).
En effet, loin des grilles en surface, le champ électrique est supposé nul (condition
de neutralité électrique).
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Calcul de a 'aide de on a besoin de
U(x) U(x) = —qV(x) + Ec(2) V(x)
L.
ns(z,y) nstoy) = [ nlx) dz n(x)
0
/ U(x)ns(z,y) dedy
Ui(z) Ui(z) = =8 U(x) et ns(z,y)

[ sVt dody
wo

{¢n(2)}, {Ezn}

Equation de Schrédinger 1D fermée sur |0, L,[

Ui(z)

{Un(,)}

~

L.
Ul y) = / (U&) — U1 (2)) fn(2)? dz

{¢n(2)}, Ur(2) et U(x)

Equation de Schrodinger 2D ouverte sur wq

{Un(,9)}, {Ean}

Expression (3.21) et (3.22)

{bGsp(z:9)} {dn(2)}

Equation de Poisson (+ C.B. 4 définir)

n(x)

Tableau 3.1: Récapitulatif du systéme non-linéaire couplé relatif au modeéle quasi-3D.
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des conditions de Dirichlet sur la surface du composant en I't (z = L,). Le potentiel
a la surface est supposé étre accroché a la valeur fixe Vs = —0.7V [33]. De plus, nous
ajouterons au potentiel de surface et uniquement dans les zones 'y, se situant sous
les grilles Shottky, le potentiel appliqué sur ces grilles, & savoir V.

Remarque: il existe d’autres maniéres de considérer les conditions aux bords sur
les surfaces dites exposées (zones sans les grilles) : citons par exemple des modéles
faisant apparaitre des charges fixes en surfaces ou la prise en compte d’'un domaine
diélectrique sur le semi-conducteur. Tous ces modéles comparés dans le cas du fil
quantique dans [24] donnent des résultats qui sont trés proches les uns des autres.
Dans notre étude, nous avons fait le choix de I'approche simplifiée des conditions
aux bords de Dirichlet.

— des conditions de Neumann partout ailleurs a cause de l'invariance par translation
du potentiel en ces limites. Rappelons que sur les frontiéres guides d’onde-zone active
I'; (j=1,...,N) le systéme est supposé se trouver dans un état de quasi-équilibre
et que le potentiel ne dépend pas de la composante longitudinale des guides d’onde.

Remarque: dans le cas ou le dispositif posséde des guides symétriques deux a
deux (comme dans le cas du stub ou du coupleur quantique pour les guides 1,2
et 3,4), nous pourrions aussi utiliser des conditions aux bords de type périodique
sur les frontiéres guides d’onde-zone active I';. Une autre maniére de procéder se-
rait de considérer des conditions aux bord de Dirichlet qui dérivent de I'hypothése
de quasi-équilibre sur ces frontiéres. Dans ce cas, nous devrions aussi tenir compte
de la décomposition du potentiel (3.3). Nous serions alors en mesure d’obtenir des
conditions sur les bords I'; = 7,x]0, L,[ a I'aide d’un modéle spécifique quasi-2D
sur ces bords. Ce modéle n’a pas été développé dans le cadre de cette thése. Par
ailleurs, une tension de polarisation v; appliquée dans le guide j, apparait de ma-
niere explicite dans les conditions aux bords du potentiel sur I'; quand celles-ci sont
du type périodique ou Dirichlet. Elle est implicite dans le cas ot nous choisissons des
conditions de type Neumann. En effet, dans notre modéle, la tension de polarisation
n’apparait que dans l'expression du quasi-niveau de Fermi nécessaire au calcul de
la densité électronique.

En résumé, les conditions aux bords du potentiel électrostatique sont définies par

( (VVin) =0 sur I'; (j=1,....,N),
(VVin) =0 sur I'p et I'g,
(3.26)
V(x)="Vs sur D[,
| V(x) =Vs+ Vg sur D'y,

avec n normale extérieure au domaine €.



3.2 Le modéle quantique quasi-3D 73

Remarque: par analogie avec les conditions aux bords pour le potentiel définies en (2.4)
dans le cadre du probléme modéle, nous pouvons constater que

FON = Fp U FB et FOD = FT.

3.2.4 Calcul du courant et de la conductance

Nous voulons définir 1’expression du courant et de la conductance pour un potentiel
électrostatique donné. Remarquons que dans le cas du modéle de transport 3D, les ex-
pressions des coefficients de transmission, de l'intensité et de la conductance établies au
chapitre 2 du probléme modéle restent inchangées.

Dans le cas du modéle de transport quasi-3D, la fonction d’onde dans le guide 7 peut
s’écrire d’aprés (3.9)

Uasn (&5, 2) = Y Ubsn(nj &) én(2), (3.27)
n=1

ol Yihap (15, €;) a été défini en (3.15). On pourra alors vérifier que tous les résultats relatifs
aux coefficients de transmission, de réflexion, aux calculs d’intensité et de conductance,
obtenus dans le chapitre 2 dans la description du transport quantique électronique du
probléme modeéle, restent inchangés sous les conditions suivantes :

— les indices my du mode transverse d’injection dans le cas multidimensionnel du pro-
bléeme modéle sont alors remplacés par les indices pg, ng relatifs a une onde injectée
dans le mode transverse pg et le mode vertical ny.

— les indices m sont aussi remplacés par les indices p,n et les sommations sur les
modes propagatifs m deviennent

M oo P,?L.
2720
m=1 n=1 p=1

— les fonctions d’onde transverses x7, associées aux valeurs propres E’ | sont rempla-
cées par les fonctions propres transverses Y7, associées aux valeurs propres EJ .

Remarque: dans le cas particulier o seul le mode vertical n = ng peut étre occupé, on
obtient

Woan (), &j: 2) = Yoan (M), &) bno (2)-

Dans ce cas, nous ne tiendrons plus compte de 'indice n. Les indices mg et m des modes
transverses dans le cas multidimensionnel du probléme modéle sont alors remplacés res-
pectivement par les indices py et p, et M7 par P} .
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3.3 Etude sur les ordres d’approximation dans un cadre
simplifié

La dérivation du modeéle quasi-3D a partir du modéle 3D suppose que le potentiel u(x)
est une fonction lentement variable dans la direction z a 1’échelle des fonctions propres
verticales ¢, (z). Il serait aussi possible de dériver un modéle de transport plus simplifié
que le modeéle quasi-3D en posant tout naturellement v = 0. Dans ce cas, on note 9 les
fonctions d’onde solutions de ’équation de Schrodinger 2D suivante :

h2
( _Q—WAwg(xay) + UQ(%U)%](%U) = (E - Ezn)wg(xay) dans Wo,

Vg (r,y) =0 sur 7w, (3.28)

| avec les conditions d’onde entrantes sur les v;, (j =1,..., N).

Dans le cas du modéle u = 0, le potentiel bidimensionnel U, est indépendant du mode ver-
tical n. Sur les frontiéres guide d’onde-zone active v;, le potentiel U, dépend uniquement
de la direction transverse &; du guide j (ce qui découle directement du fait que U posseéde
la méme propriété). Le probléme (3.28) peut, par conséquent, encore s’interpréter comme
le probléme modéle défini en (2.6) pour un cas bidimensionnel. L’existence et I'unicité
de la solution sont alors assurées a ’aide du théoréme 2.1 et les solutions du probléme
tridimensionnel peuvent s’écrire

To(x) = ) 9f(x,y)bn(2). (3.29)

Remarque:

— a la limite v — 0, on note fjn(T, y) = Us(z,y) Vn, ce qui implique que la fonction
d’onde g (i.e. W) est la limite quand u — 0 de la fonction d’onde ¥, (i.e. Wosp).
contrairement au modéle u = 0, dans le modéle quasi-3D, le potentiel bidimensionnel
dépend du mode vertical n.

— soit %’ Ez% et x? , EJ . les fonctions propres et les valeurs propres qui sont res-
pectivement solutions de I'équation Schrédinger 1D transverse sur 7, associée au
modele u = 0, et solutions de ’équation Schrodinger 2D transverse sur I'; associée
au modeéle 3D (par ailleurs, on avait noté 5{%, Eg les fonctions propres et les valeurs
propres qui sont respectivement solutions de I’équation Schrodinger 1D transverse
sur 7; associée au modéle quasi-3D). On peut alors écrire

X (65,2) = X0 (&) du(2) et EI =El+E,,

ot I'indice m représente I'indice du mode transverse sur I'; (domaine bidimension-
nel), U'indice p représente I'indice du mode transverse sur ; (domaine unidimen-
sionnel), et 'indice n représente I'indice du mode vertical dans la direction z.
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Dans cette section, nous proposons d’étudier 1’ordre d’approximation des modéles dits
dérivés en fonction du modéle 3D pour un potentiel U quelconque (non auto-cohérent) et
dans un cadre simplifié. En effet, afin de faciliter notre étude mathématique, nous sup-
poserons que, pour tous les modeéles, le potentiel u est nul dans les guides (donc sur les
bords I'j, 1 < j < N). Nous obtenons alors les conditions d’onde entrantes sur les bords
75, 1 < j < N, du modele v = 0, que nous appliquerons a tous les modeéles d’étude.

3.3.1 Approximations sur les fonctions d’onde

Dans la section précédente, nous avons constaté que ¢y, Y5 et ¥gsp, vérifient la méme
équation (3.6) a des termes d’ordre 1 en u prés. Par conséquent, si u est un potentiel petit,
tel que

Jul| << 1, (3.30)

nous pouvons alors montrer que g, ¢35, et 1g;p, sont égaux entre eux au premier ordre
en ||u||. Dans ce cas, on obtient

o = v5p + O(l[ul]), (3.31a)

baap = Y5p + O(lul]), (3.31b)

Proposition 3.1 Soit une onde injectée sur un unique mode vertical ng, un guide jo, un
mode transverse py avec une énergie E, telle que

~. h2k?
E(jﬂap();nﬂak) - Ezno +EJ0 + -, (332)

Po,no 2m*

on obtient alors formellement les relations suivantes :

vip = O(|[ul]),  n # no, (3.33a)
0" = Wsp + O(|[ul]), (3.33b)
&ip = Yip + O(lJul]?). (3.33¢)

Preuve: on note ¢;°(7,y) et g3 (z,y) respectivement, les solutions uniques des pro-
blémes bidimensionnels (3.28) et (3.8) (ces équations sont similaires & une équation de
Schrodinger du probléme modéle dans le cas 2D). Les problémes tridimensionnels qui
sont définis dans )y, pour le modéle u = 0 et le modéle quasi-3D, admettent aussi des
solutions uniques puisque ces équations sont similaires a une équation de Schrodinger du
probléme modéle dans le cas 3D. On peut alors vérifier que les fonctions 1(° (2, y) dn, (2) et
Voap (T, Y)bne(2), sont respectivement solutions de ces deux problémes tridimensionnels
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et par conséquent, elles en sont aussi des solutions uniques. D’aprés (3.29) et (3.9), on
peut écrire

\IJO(X) (T Y ¢n0 + Z % T,y ¢n( )

n#no
et
Vasn (%) = Ygsp (@, y)dny (2 Z V630 (T, y)dn(2),
n#no
Par conséquent
vy =0, n#ne, (3.34a)
Ygsp =0, 1 # no. (3.34b)

En d’autres termes, les fonctions W, et Wpsp sont “portées” uniquement par le mode
vertical ng. Ce qui n’est pas le cas de W3p puisque I’équation bidimensionnelle (3.6) sur
Yy, relative au modele 3D, comporte des termes extra-diagonaux pour n # ng. A l'aide
des relations (3.31), on trouve finalement que

dip = O([lull), n # no.

On cherche maintenant & obtenir 'ordre d’approximation en |[u|| des fonctions ¢y et 1¢3 ),
en fonction de ¢3?. Si I'on soustraie les équations de Schréodinger bidimensionnelles (3.28)
et (3.8) a (3.6), on obtient respectivement les équations (rappelons que les conditions aux
bords sont supposées homogénes)

2

h
72_Ah1+U2h1f(E E..,)h Z%D/ Do (2)u(X) b (2) dz),  (3.35a)

2

n
72_Ah2+Un0h2 (E — E,p,)hy = — wa/ Gno (2)1(X) b (2) dz),  (3.35b)
/#no

ou 'on a posé

hy = 35 — g°, (3.36a)

hy = Y% — Y. (3.36h)

Pour n' # ng, dans le second terme des expressions (3.35a) et (3.35b), nous obtenons
d’aprés (3.33a) des termes du second ordre en ||u||. Des termes du premier ordre en ||ul|
apparaissent aussi pour n’ = ny uniquement dans le second terme de I’expression (3.35a).
Ceci implique que h; est du premiér ordre en ||ul|, et que hy est du second ordre en ||ull;
avec (3.36a) et (3.36b) on obtient

0" = ¥5h +O(llull) et g = vih + O(lull®).
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3.3.2 Approximations sur la densité et sur le courant

D’une maniére générale, pour tous les modéles, la densité électronique peut étre définie
d’aprés (2.5) comme une somme sur toutes les configurations d’état d’énergie E. On note
alors

oo N o 0 dk
2 : ,
n(x) =2 Z Z Z A |\I]j0m07no,k(x)‘ JrD (E(jo,p(], no, k) - :ujo) %7 (3'37)

no=1jo=1po=1

ot quel que soit le modeéle, W, ., .. ,(x) est la fonction d’onde associée a une énergie F
définie en (3.32). Afin de simplifier les notations, on écrira

n~ |¥(x)]% (3.38)

Remarque: plus généralement, nous introduisons la notation suivante :
an~ S, (3.39)
afin de simplifier I’expression

00 N 00
> , dk
a(x) = 2 Z Z Z /0 Sjo,po,nn,k(x)fF’D(E(]UapﬂanOak) - Mjn) o (3.40)

no=1 jo=1mo=1

Nous obtenons alors avec (3.4)
ne Y [0 (@) P16n ()] + 2Re (D0 U (@ ) e (2, 9)dn(2)w (2)),  (3.41)

ou Re{a} représente la partie imaginaire de a. La densité surfacique a été définie en (3.11).
Comme {@, },en+ forme une base orthonormée de L*(]0, L,[), nous obtenons alors

ns(z,y) = ns(x,y) = / Z n(x) dz ~ Z ™ (x, ) 2. (3.42)

0

Proposition 3.2 Les densités électroniques pour les différents modeles, le modeéle 3D, le
modeéle u = 0 et le modeéle quasi-3D, peuvent s’écrivent respectivement

nsp ~ |\IJ3D‘2, Ng ~ |\Ijo‘2, et nQ3D ~ |\IJQ3D|2 (343)

En utilisant les résultats de la proposition 3.1, nous obtenons alors formellement les rela-
tions suivantes :

no = nzp + O(||u]), (3.44a)

nQs3p :ngD+O(HuH), (344b)
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et
nsg = nssp + O(]|ul]), (3.45a)

nsqsp = nssp + O(||ul]?). (3.45b)

Preuve: les densités électroniques des différents modéles peuvent s’écrire a 'aide de (3.41)
et (3.34)

nsp ~ (U551 noI” + Y [0, P o ” + 2Re( ) 0> it éutw), (3.46a)

n'#ng n n'>n

nsp ~ [¥ghp|*[éno |, (3.46D)

o ~ (65 1w, . (3.46¢)

En remplacant les fonctions ¢, dans (3.46a) par les expressions (3.33a) et (3.33b), on
trouve
no = nap + O([|ul]).

En remplacgant les expressions (3.33a) et (3.33c) dans (3.46a), des termes du premier ordre
en ||u|| apparaissent inévitablement dans le terme d’interférence (terme partie réelle) pour
n = ng ou n’ = ng. On obtient finalement toujours des termes du premier ordre pour la
densité

nasp = nsp + O(|ul).

Pour les densités surfaciques, nous avons d’aprés (3.42)

nssp ~ W51+ Y Wil (3.47a)
n'#ng

nsQap ~ [Ughpl* (3.47b)

nsg ~ |Yi°)?. (3.47¢)

Comme précédemment, si I'on remplace la fonction ¢, par les expressions (3.33a) et
(3.33b), puis (3.33a) et (3.33c), on trouve respectivement

nsg = nszp + O(||ul]) et nsgsp = nszp + O(||ul?).

U

D’une maniére générale pour tous les modéles, I'intensité dans les guides 7 peut s’écrire
a l'aide des résultats (2.42), (2.43) et (2.44) établis dans le chapitre 2. A I’aide des notations
introduites dans (3.39) et (3.40), on obtient alors

I; ~ /FlIm {T(x) OV (x)

) On;

} dr;. (3.48)
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Notons que dans notre cas

J. {%) o } ar,= [ f 7 {@x) o

De plus, on obtient a I'aide de (3.4)

} d¢;dz. (3.49)
L

U(x) = E (@, y)Pn(2), (3.50)

ﬁMg

et puisque la coordonnée locale 7; du guide J (coordonnée longitudinale du guide) appar-
tient au domaine bidimensionnel wy

0V (x)
on;

2. o™ (x, 1
:Z 1/)(‘0)

n(2): 3.51
LT T, n(2) (3.51)

i

Par conséquent, avec (3.49), (3.50) et (3.51), on obtient (puisque {¢, }nen+ forme une base
orthonormée de L*(]0, L,]))

> O ()
f.y-~2/zm{w (r.0) 2

} dg;. (3.52)

Proposition 3.3 Formellement, les ordres d’approzimation sur les intensités dans les

guides j (7 = 1,...,N) pour les deux modeéles dérivés, le modéle u = 0 et le modeéle
quasi-3D, sont respectivement donnés par

Lig = Tjzp + O(llul]), (3.53a)

Tigsn = Ligp + O(/[ull?). (3.53b)

Preuve: les intensités dans les guides peuvent s’écrire pour les différents modéles a 'aide

de (3.52) et (3.34)
—no 0
Tisp N/ Im{1/13n(m, y) 1/)337533 ) } dg;
Vi J Vs

o
>/ Im{wgn ) 2iptt) } N CETS
n'#ng i
—no a,l/)nn I e
Tigsn ~ / Im{d@w@ y) % } dg;, (3.54b)
5 p i
—no Oy” y &
Ijg ~ /% {Zbo (z,9) woaf;" y) %} d¢;. (3.54c¢)
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En remplacant les fonctions ¢, dans (3.54a) par les expressions (3.33a) et (3.33b), on
trouve

Ijo = Ij3D + O(/|ul]).

En remplacant les expressions (3.33a) et (3.33c) dans (3.54a), seuls des termes du second
ordre en ||u|| apparaissent et on obtient finalement

I.7Q3D = Ij3D + O(H“HQ)-

3.3.3 Commentaires

Les résultats des propositions 3.1, 3.2 et 3.3, ainsi que les résultats (3.31), obtenus
a la condition (3.30) que le potentiel u soit petit, restent valables a la condition que le
potentiel u soit uniquement petit a I’échelle des fonctions propres ¢,(z). En effet, nous
pouvons montrer que la condition selon laquelle le potentiel u est petit partout n’est plus
nécessaire : c’est le terme (fol‘z On (2)u(X)dn(z) dz) qui doit étre petit, car le potentiel u
peut étre grand dans les régions ne se situant pas au voisinage du gaz d’électrons. Précisons
maintenant que ces résultats peuvent aussi étre obtenus uniquement avec la condition que
le potentiel u soit lentement variable dans la direction 2z au voisinage du gaz d’électrons
(hypothése 3.1 qui nous a permis de définir le modeéle quasi-3D). Le potentiel u peut alors
se décomposer arbitrairement comme

U(.Z‘,y,Z) = U(.Z',y,ZU) +a(l‘,y,Z), (355)

zo étant une estimation de l’endroit ou se situe le plan du gaz d’électrons, et par consé-
quent 7 un potentiel petit a I’échelle des fonctions propres ¢, (2) tel que @ soit nul en 2. A
'aide de la décomposition (3.55) que I'on applique aux équations (3.35a) et (3.35b), nous
trouvons alors que le potentiel bidimensionnel u(z, y, zy) peut s’ajouter respectivement
aux potentiels U, et U. 11 reste alors un potentiel @ petit, & I’échelle des fonctions propres
én(z), qui se substitue & u dans les expressions et pour lequel nous avons précisé plus
haut que tous les résultats qui découlent de la condition que u soit petit, restent valables.

En résumé, les résultats de la proposition 3.2 nous montrent que 'ordre d’approxima-
tion sur la densité électronique pour les deux modéles dérivés du modéle 3D est le méme.
Comme le gaz d’électrons est principalement un gaz bidimensionnel, nous avons aussi
étudié 'ordre d’approximation de la densité surfacique. Celle-ci nous a permis d’obtenir
avec le modeéle quasi-3D un ordre d’approximation supérieur au simple modéle v = 0.
Les résultats de la proposition 3.3 nous montrent aussi que ’ordre d’approximation sur
I'intensité pour chacun des guides est plus élevé quand on considére le modéle quasi-3D
par rapport au modéle u = 0. En conséquence, I’étude des ordres d’approximation des
modeéles dérivés par rapport au modéle 3D dans un cadre simplifié, et pour un poten-
tiel quelconque donné, nous montre que le choix du modéle quasi-3D pour le calcul des
fonctions d’onde est préférable a celui du modéle u = 0.
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3.4 Reécapitulatif

Dans cette section, nous faisons l'inventaire des différents modeéles que nous allons
utiliser pour le calcul de la densité n[V]. Nous distinguerons alors les différents systémes
non-linéaires couplés du type

—V(GT(Z)VV(X))—F%TL[V](X)ng;(x) dans €,

€0 (3.56)
avec les conditions aux bords (3.26),

lesquels seront résolus numériquement dans le chapitre 4.

1. Le modéle quantique 3D
Etudier le modéle de transport quantique 3D revient a appliquer le probléme modéle
défini au chapitre 2 de la premiére partie, pour un cas tridimensionnel. La densité
électronique est alors une fonctionnelle de V' non locale en x. L’expression de la
densité a été définie en (2.28) par

N oo
> . dk
V10 =232 30 [ 1 P (B B) = ) 5
jo=1mg=1"0 (3.57)
- h2k?
E(jo,mo, k) = E° :
(]UamOa ) mo + 2m*

ot les fonctions d’onde, W, ,,, x, sont solutions de I’équation de Schrédinger 3D dans
o, que nous avions défini dans le cadre du probléme modéle en (2.6). Finalement,
rappelons que le théoréme 2.3 assure I’existence des solutions du systéme Schrodin-
ger /Poisson.

En ce qui concerne les conditions aux bords sur le potentiel (3.26), on peut noter
que, dans le cas du modeéle 3D (contrairement au cas du modéle quasi-3D), nous
avons aussi développé un modéle de quasi-équilibre 2D sur les bords I';. Nous ob-
tenons alors des conditions aux bords de type Dirichlet sur le potentiel, o1 nous
noterons V; le potentiel sur le bord I';. Ces conditions de quasi-équilibre sur les
bords associées au modeéle 3D sont présentées en annexe A.

2. Le modéle semi-classique 3D
Au chapitre 2, nous avons aussi défini 'approche semi-classique du calcul de la den-
sité via I'approximation de Thomas-Fermi & 1’équilibre en (2.30). Dans ces condi-
tions, la densité électronique est une fonctionnelle de V' locale en x, et dans le cas
tridimensionnel, on obtient

(%)gﬂm (8(u~U(0)), (3.58)

ot F/5(ny) est I'intégrale de Fermi-Dirac telle que

v ()] = X2

T2

0 n’
. B an. 3.59
1/2(nr) /0 1+ exp(n — ny) ! o
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Rappelons que le théoréme 2.2 assure l'existence et 1'unicité des solutions du sys-
téme Thomas-Fermi/Poisson.

3. Le modéle quantique quasi-3D
Dans le cas du modéle quantique quasi-3D, la fonctionnelle densité est définie en
(3.21) et (3.22). L’analyse mathématique de ce probléme n’ayant pas été traité dans
le cadre de cette thése, rappelons toutefois que le modéle quasi-3D s’avére étre une
“bonne” approximation du modéle quantique 3D dans un cadre simplifié (voir étude
sur les ordres d’approximation).

4. Le modéle hybride quasi-3D
On peut choisir d’effectuer le calcul de la densité bidimensionnelle en (3.21) par une
approche semi-classique de type Thomas-Fermi. Par analogie avec le calcul de la
densité semi-classique tridimensionnelle définie dans le cadre du probléme modéle,
on peut écrire avec (2.30) la densité semi-classique du gaz d’électrons bidimensionnel
a I’équilibre

n =5 dk
nQOD(:EJ U) =2 fFD (E(Unoa k) - ,U/) 57 (360)
R? (2m)
avec 1’hypothése
k2~
E—-FE,, =—+4+U,(z,vy). 3.61
o= 5+ Onn(.9) (3.61)

En utilisant les coordonnées polaires sur (3.60) et I’équation de dispersion (3.61),
on trouve finalement

*

W;%(T,y) = 7:;:—26111{1+9Xp (/B(/"LiEZTZ(] o ﬁnn))} (362)

Ce modeéle, dit hybride, est alors défini par le systéme non-linéaire couplé Schrédin-
ger 1D / Thomas-Fermi 2D / Poisson a I’équilibre (les potentiels chimiques de tous
les réservoirs étant égaux a p).

Remarque: contrairement au modéle semi-classique Thomas-Fermi 3D défini en
(3.58), le modéle hybride prend en compte les effets quantiques de confinement
suivant z. On espére ainsi obtenir une meilleure approximation pour le profil de
potentiel dans la nanostructure. Ce potentiel pourra étre utilisé comme potentiel de
départ dans la résolution auto-cohérente du modéle de transport quantique quasi-3D
(a I’équilibre). Par conséquent, 'analyse mathématique de ce probléme uniquement
destiné a initialiser 'approche quantique, n’a pas été traitée dans le cadre de cette
theése. Par ailleurs, loin de la zone active (c’est & dire loin du lieu ot peuvent appa-
raitre les interférences quantiques), nous nous attendons a obtenir dans les guides
d’onde, et a 'extrémité de la géométrie d’étude, un potentiel et une densité électro-
nique du méme ordre de grandeur pour les deux modéles hybride et quantique. A la
différence prés qu’il existe une quantification en énergie dans la direction transverse
des guides dans le cas quantique.
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Le tableau (3.4) dresse un récapitulatif des systémes non-linéaires couplés associés aux
différents modéles physiques présentés.

Modéle 3D ‘ Modéle quasi-3D

i = [ Semi-classique Hybride

Thomas-Fermi 3D Schrodinger 1D

A I’équilibre Th -F i 2D

(a Iéquilibre) Poisson 3D omas-Fermi
Poisson 3D

i = [ — qU; Quantique Quantique

Schrédinger 1D
Schrédinger 2D
Poisson 3D

Schrédinger 3D

(hors équilibre) Poisson 3D

Tableau 3.2: Récapitulatif des systémes non-linéaires couplés relatifs aux différents modeéles
physiques.
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4.1 Les différentes équations a résoudre

Dans cette section, nous allons montrer qu’il existe seulement trois types d’équations
qui interviennent dans la résolution des systémes couplés. Nous établirons les formulations
variationnelles de ces équations et nous montrerons 'unicité des solutions. Nous effectue-
rons ensuite la discrétisation de ces problémes types sur différents domaines d’étude a
'aide de la méthode des éléments finis [32, 76]. Rappelons que les domaines d’étude ou-
verts bidimensionnels et tridimensionnels sont notés respectivement wy et 5. On écrit
alors la relation Qy = wx]0, L[, ou le domaine d’étude suivant z, |0, L,[, est un ouvert
borné. Les bords I'; représentent les frontieres bidimensionnelles des guides d’onde j, et
7; leur trace sur le domaine wy. On obtient alors la relation I'; = ;x]0, L,[.

4.1.1 Rappel des équations

Nous allons maintenant effectuer I'inventaire de toutes les équations introduites dans
les différents modéles. Nous pouvons les séparer en trois catégories : ’équation de Schro-
dinger ouverte, I’équation elliptique sur le potentiel et I'équation de Schrédinger aux
valeurs propres.

Equation de Schrédinger ouverte

Nous effectuons la résolution d'une équation de Schrédinger munie de conditions aux
bords entrantes :

— dans le domaine tridimensionnel Qq pour les modéles de transport 3D (2.40).

— dans le domaine bidimensionnel wy pour le modéle de transport quantique quasi-3D

(3.8), (3.18).

Pour chaque cas, il est nécessaire de résoudre un grand nombre de fois cette équation
de Schrodinger (suivant la valeur de I’énergie) au cours de chaque itération Schrédin-
ger/Poisson (o1l le potentiel est fixé). Le théoréme 2.1 assure 'existence et 1'unicité des
solutions.

Equation elliptique sur le potentiel

Quelles que soient les méthodes de résolution numérique des systémes couplés, dé-
crites dans I'annexe C, que nous choisissons d’utiliser, nous obtenons une équation sur le
potentiel du type :

V(e (2)VV(x)) + g(x)V(x) = f(x), (4.1)

avec g(x) une fonction positive ou nulle. Dans ces conditions, si :
g(x) =0 et f(x) # 0, 'équation est du type (C.3) (méthode de relaxation),
g(x) > 0 et f(x) # 0, 'équation est du type (C.8) (méthode de Newton), et (C.11)
(itérations de Gummel)
— Dans le cas particulier ot g(x) = 0 et f(x) = 0, ’équation est une équation de
Laplace.
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Nous proposons de résoudre cette équation dans le domaine tridimensionnel €2y avec les
conditions aux bords (3.26) pour les modéles semi-classique et quantique 3D, ainsi que
pour les modéles hybride et quantique quasi-3D. Nous allons aussi traiter cette équation
dans le domaine bidimensionnel I'; pour le cas du modéle de quasi-équilibre avec les condi-
tions aux bords (A.3).

La formulation variationnelle du probléme (4.1) dans €2y (munie des conditions aux
bords du probléme modéle (2.4), par exemple) s’écrit

Trouver V eV ={V:Qy—>R; VeH (Q); V="V sur [y} tel que :
W eV={V:Q =R, VeH (Q); V=0su Ty}, (4.2)

a(V,V) = L(V),

ol a est une forme bilinéaire, symétrique et continue sur H* ()

o(V.V) = /Q e.(x) VVVT dQy + / J(X)VT Ay, (4.3)

Qo

et L est une forme linéaire continue sur H'(Qg)

L(V) = f(x)V Q. (4.4)

Qo

Théoréme 4.1 Le probléme (4.2) admet une solution unique.

Preuve: comme a est une forme bilinéaire continue et coercive, nous pouvons appliquer
le théoréme de Lax-Milgram [15]. O

Equation de Schrédinger aux valeurs propres

Au cours des itérations Schrodinger/Poisson nous pouvons effectivement rencontrer :
N (nombre de guides) équations de Schrédinger aux valeurs propres 2D sur I,
(j=1,...,N) (A4), afin de déterminer pour chaque guide j, les vecteurs propres
transverses 7/ associés aux valeurs propres transverses EJ  pour le cas du modéle
de transport quantique 3D ou le modéle de quasi-équilibre sur les bords.

— une équation de Schrédinger aux valeurs propres 1D sur |0, L,[ (3.5), afin de déter-
miner les vecteurs propres verticaux ¢, associés aux valeurs propres verticales F,,,,
pour le cas des modéles de transport quasi-3D.

N équations de Schrédinger aux valeurs propres 1D sur «; (3.14), afin de déterminer
pour chaque guide 7, les vecteurs propres transverses 5{{, associés aux valeurs propres

transverses Eg, pour le cas du modéle de transport quantique quasi-3D.
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Nous sommes finalement amenés a résoudre une équation du type (4.5), a la fois dans
divers domaines unidimensionnels et bidimensionnels.

Dans un cadre général, nous souhaitons résoudre une équation de Schrodinger aux
valeurs propres dans un espace A de dimension d quelconque du type

2

_%Aw(x) + U(X)gp(x) = Egp(x) dans A,
m (4.5)

p(x) =0 sur OA.

La formulation variationnelle du probléme général s’écrit

Trouver les couples (A, ), A € R, ¢ € Hj(A) — {0}, tel que :

(4.6)
Ve € Hy(A),  al(e, ) = Mo, P)re,
ol a est une forme bilinéaire, symétrique et continue sur H;(A)
_ _ 2m* _
alp,p) = //\V@Vg@ dA + 2 //\U(x)gpgp dA (4.7)
(0, P)r2 est le produit scalaire dans L?(A)
(0, @)1z = /A pip dA, (4.8)
et
L (4.9)

Théoréme 4.2 Les valeurs propres A\, (m = 1,2,...) du probléme (4.6) forment une
suite croissante : 0 < Ay < Ay < --- < A, < ... tendant vers +oc, chacune des valeurs
propres ayant une multiplicité finie. En outre, il existe une base orthonormée de [’espace
H, formée des vecteurs propres @, associés aux valeurs propres \,, tels que :

A(Pm @) = N(pm, )12, Ve Hy

(4.10)
((pma (pn)L? - 5mn

Preuve: voir [32]. O
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4.1.2 Choix des différents maillages

Nous avons pu constater que pour le cas des modéles de transport quasi-3D (hybride
et quantique), la densité tridimensionnelle électronique pouvait se décomposer dans g
comme un probléme bidimensionnel sur wy et unidimensionnel sur ]0, L,[. Il est alors
pratique d’effectuer la discrétisation en espace du domaine d’étude 3D en disposant des
couches identiques de maillage 2D en (x,y) parallélement sur un maillage 1D suivant z.
Par conséquent, nous pouvons définir :

— T, comme la “triangulation” de [0, L,]; I'élément de base pour ce domaine étant

alors un segment. Nous notons N, le nombre total de noeuds suivant z.

T2y, comme la triangulation de tp ; I’élément de base pour ce domaine étant alors
un triangle. Nous notons N, le nombre total de noeuds de ce maillage 2D.

— T3.0,, comme la “triangulation” de Qy ; puisque Qp = wex]0, L,[, on obtient que
I'élément de base de cette espace tridimensionnel est un prisme (voir Figure 4.1).
On peut écrire

75,90 - 75,&)0 X 71,2' (411)
et nous notons N g, le nombre total de noeuds du maillage 3D

N3,Qg = NQ,wo *Nl,z- (4-12)

— Ti,5;, comme la “triangulation” du bord 7;; comme ce domaine représente la trace
de wy sur le guide j, il vient que I’élément de base associé a 7T;,, est un segment.
Nous notons /\/'wj le nombre total de noeuds de ce maillage 1D.

Ta,r;, comme la “triangulation” du bord I';; puisque I'; = ;%]0, L[, il vient que
I’élément de base associé a 75,1*]- est un rectangle. On peut écrire

Tor, = Tiny X Tis, (4.13)

Eav)

et nous notons /\/'2’pj le nombre total de noeuds de ce maillage 2D
NQ,F]‘ = ./\/’177], * NLZ' (4.14)

Un récapitulatif de toutes les équations qu’il nous faut discrétiser en espace, suivant les
différents maillages du probléme, est donné sur le tableau (4.1).

Remarque: tous les maillages sont déstructurés. En effet, comme le plan du gaz d’élec-
trons est proche de la surface du composant, le pas du maillage 1D se doit d’étre trés “fin”
entre la surface et le plan du gaz d’électrons, il pourra étre “grossier” dans les zones ou
le champ électrique devient nul. Le maillage 2D pourra étre plus “grossier” dans les zones
de désertion en électrons dans ce méme plan, il sera “fin” dans les zones de transport élec-
tronique et plus “fin” encore dans les zones de transition guide d’onde-zone active. Notons
finalement que le choix du pas des maillages dépend de la longueur d’onde des électrons.
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(a)

VAVAVAVAVAY VAVAVAVAVAVAVAVAY VAVAVAVAVAVAY VAY
AVAVA
ATAY
vav
X o
R
X X
BRXXKX
%
XX
AVaVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
5 s
AVA AVAVA NNANNNN/NS AVAVA AVA AVAVAVAYA

(b)

Figure 4.1: Exemple de discrétisation en espace d'un coupleur quantique. La discrétisation en
espace du domaine d’étude Qg est effectuée en envisageant a la fois un maillage 1D non homogéne
suivant z (a), et une triangulation destructurée de ’espace 2D @y (b). Dans la pratique, nous
obtenons des couches bidimensionnelles identiques disposées parallelement sur un maillage 1D
non homogene. Par conséquent, 1’élément de base tridimensionnel est un prisme (c).
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| 3D | 2D | 1D
Equation elliptique sur le potentiel Tz0 | Tor;
Equation de Schrédinger ouverte Ts.00 | T2wo
Equation de Schrodinger aux valeurs propres 75,1*]- Ti. et 717].

Tableau 4.1: Reécapitulatif des différents maillages associés aux diverses équations du probléme

4.1.3 Discrétisation du probléme

Nous allons maintenant établir les formulations variationnelles approchées des pro-
blémes types dans des espaces d’approximations appropriés. Dans cette section, nous
faisons le choix de détailler la discrétisation des équations en introduisant de maniére pro-
gressive les différentes fonctions de base des espaces polynomiales des problémes types.
Par ailleurs, le tableau (D.1) dresse un récapitulatif des éléments de la discrétisation des
problémes types sur les différents maillages.

Equation de Schrédinger ouverte

On peut alors distinguer deux cas : le cas 2D dans wy et le cas 3D dans 2.

1. Le cas 2D dans wy : ’équation est définie dans le plan du gaz d’électrons dans le
domaine wy, et elle est munie de conditions aux bords ouvertes (conditions d’ondes
entrantes dans les guides) sur -y; ainsi que des conditions aux bords de Dirichlet sur
~vr. Nous sommes donc amenés a résoudre I’équation de Schrodinger 2D définie en
(3.8) et (3.18). Pour rappel :

( h2 -
*%Awg?ﬂ)(mv y) + Un(z, ?J)T/)gggn(m» y) = (E — Ezn)wg?ﬂ)(mv y) dans wo,

Yap(x,y) =0 sur 7,

{ Pi(E)
OV, (&) = D ikg(B)(=200, + 4. %0 (65)
p=1
- Z k;n(E) ;n%n(fy) surles v; (j=1,...,N).
\ p=Pi(F)+1

(4.15)

Par la suite, et afin de simplifier les notations, 'indice n sera considéré comme
un indice muet, et nous noterons ¢ = g3, Si I'on considére les changements de
notations suivantes :

U(x) = (), x> X, U= U, E— (E—E,),
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et
QU — Wo, 1—‘0 — VR, F] — Vi

ainsi que M — P et les indices m — p, alors le probléme (4.15) est équivalent au
probléme type (2.40) pour lequel nous avons établi la formulation variationnelle en
(2.22). Dans notre cas, 'espace H, que nous notons H,,,, est défini par

Huo = {1 1wy = C; ¢ € H'(wp); ¢ = 0 sur yr}.

Nous effectuons une discrétisation de ce probléme en utilisant la triangulation 73,
du domaine bidimensionnel wy. On définit H,, , 'espace d’approximation de H,,,
tel que

Huon = {vn g = C; vy, € C%wp); K € Towos Vnix € P1; vy = 0 sur yp},
(4.16)

avec dim P; = 3, le nombre de degrés de liberté sur une maille “triangle” étant égal
a trois. La formulation variationnelle approchée du probléme est alors équivalente a

Trouver ¢y, € Hy,p, tel que :
(4.17)

vcph € %WU,ha a‘(wha Qoh) = L((ph)a

avec

*

h?

a(Yn, on) / ViV, dwy + 2m / (ﬁ(T»y) — (E — E.))¢nipn dwy

PI(E)

N
=iy ST K Wgop+z Z KJ(E)Yle,

Jj=1 p=1 J=1 p=Pi(E)+1
(4.18)
N Pi(E
Lign) = 20y Z alki(E)gl, (4.19)
7j=1 p=1
= [ e e = [ o (4.20)
5 ]
Soit {wn}, n € {1,..., Naw,} une base de H,, 5 telle que
Vn € {1, - ,./\/’vao}, wy, € Hwo,h et wn(xnz,yn/) = 671,,77,’; (421)

ol (%, yy) est le vecteur position du noeuds n' dans le maillage 75,,,. Alors une
fonction de H,,, », peut se décomposer sur cette base comme

NQ,UJO

Un(x,y) = Z U Wy (T, ) (4.22)

n=1
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ou nous utilisons la notation u, = ¥(z,,y,). En utilisant 1'écriture (4.22) de la
fonction psip(z,y) dans (4.17), le probléme se réduit a la résolution d’un systéme
linéaire d’inconnus u,, (n =1,...,Na,,)

Trouver u, (n=1,...,Nay,), tel que Vn' (n'=1,...,Nay,) :

Novwg (4.23)

Z Una(Wy, Wy ) = L(w,) avec u, =0 si n € 7y,
n=1

ou

2m* ~
a(wp, wy) = / Vw, Vw, dwy+ il (U(m, y) — (E — Ez))wnwn/ dwy
wo

I
N Pi(E) N 00
72 kD (B)C) (W, wyy +Z Z kZ(E)C’Z(wn,wn/),
j=1 p=1 J=1 p=Pi(E)+
(4.24)
N Pi(E)
Llwy) = =2iY Y alk)(E)B)(wy), (4.25)
Jj=1 p=1
Bi () = / W% dE, et Cl(wn, wa) = B (w,). B (wy) (4.26)

J 4

Remarque: les coefficients BJ (wy,) (resp. BJ(w,)) sont nuls si le noeud n (resp. n')
n’appartient pas au bord ;.

Finalement, le systéme linéaire équivalent que I’on doit résoudre peut s’écrire sous
la forme matricielle suivante :

Au =L, (4.27)

ou A est la matrice d’éléments a(wy,, wnl)lgnvnlg_/\[lw(], u le vecteur des N, incon-
nus de composantes u,, et L le vecteur regroupant les N, ,,, composantes du second
membre L(w,).

Remarque:

— A est une matrice complexe, symétrique et creuse.
les éléments de calcul de a, L et B sont donnés dans le tableau (D.3) de I'annexe
D.
au cours des itérations Schrodinger-Poisson, pour chaque mode vertical d’injec-
tion ng, nous sommes amenés a résoudre un grand nombre de fois ce systéme
linéaire en fonction de I'énergie F' — E,,, et du potentiel U,,.
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2. Le cas 3D dans (), : [l'équation, analogue a 1’équation établie dans le cadre

du probléme modéle (2.40), est définie dans le domaine tridimensionnel €2, et elle
est munie de conditions aux bords ouvertes (conditions d’ondes entrantes dans les
guides) sur I'; ainsi que des conditions aux bords de Dirichlet sur I'yg. Pour rappel,
nous sommes donc amenés a résoudre 1’équation de Schrodinger 3D suivante :

( hQ

L AW() + UGOW(x) = BU(x) dans O,

U(x) =0 sur [y,

{ Mi(E)
O Vi (§.2) = Y ik (E)(=2al, + U}, )x0 (5, 2)
m=1
— Y KBV L(&,2) surlesT; (j=1,...,N).
m=MJ (E)+1

(4.28)

La formulation variationnelle du probléme modéle a été établie en (2.22). Rappelons
que l'espace H, que nous notons Hq,, est défini par

Ho, ={V: Q= C; Ve H(Q); ¥=0sur I}

Nous effectuons une discrétisation de ce probléme en utilisant la “triangulation” 75 o,
du domaine tridimensionnel €2y. On définit Hq, » 1'espace d’approximation de Hgq,,
tel que

Haon = {vn 1 Q — C; v, € C°(Q); K € Tz0,; Uk € Pr; vp = 0 sur T'g},
(4.20)

ol nous considérons la séparation (z,y) et z de I'espace des fonctions. On obtient
alors

Pr(z,y, 2) = Pi(z,y) @ P1(2), (4.30)

avec dim Py, = 6, le nombre de degrés de liberté sur une maille “prisme” étant égal
a six. La formulation variationnelle approchée du probléme est alors équivalente a

Trouver W, € Hq,n, tel que :

(4.31)
VO, € Hoypnr  a(Wh, &) = L(®y),
avec
a(y, &) = [ VIV, dQ + 2;;"* (U(x) — E)W,®, d
J Qo g J Qg
M (E) (4.32)

N N %]
—iYy Y KBl Y Y kL (B,

j=1 m=1 7j=1 m:Mj(E)+1
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N Mi(E)
L(® 9 Z 07 k7 )@.77;1’ (4.33)
7=1 m=1
\IJZn_/ \Ith'Zn dl—‘j et (I}Z%—/ (I)hX'Zn dF_j (4-34)
r I

j j
Soit {fnk}t, n € {1,..., Moy}, k€ {1,...,Ni.}, une base de Hq, 5 telle que

Vne{1,...,Now },Vk € {1,... N1},
(4.35)
Onk € Hoopn €t Onp(Xnr i) = Opnr O,

avec X, le vecteur position (2,7, Y, 2x) du noeuds n' dans le maillage 2D, 75,
(tel que le vecteur (z,,y,) € Wy), et de la couche k' dans le maillage maillage 1D,
T1.. (tel que z € [0, L,]). Une fonction de Hg, », peut alors se décomposer sur cette
base comme

Nl,z NQ,WO

=D D> tunibui(x), (4.36)

k=1 n=1

ou nous utilisons la notation wu,; = W(x,4). En utilisant I'écriture (4.36) de la
fonction Psiy(x) dans (4.31), le probléme se réduit a la résolution d'un systéme
linéaire d’inconnus u,k, (n=1,..., Noy,) et (k=1,...,Nq,)

Trouver u,r (n=1,...,Noy,), (k=1,...,N1,), tel que:

vn' kT (n'=1,...,Nog,), (K'=1,...,N,)

(4.37)

Nl,z NQ,wn

Z Z Un g A(On g, O ) = L(On gr) avec unp =0 si (n, k) € Ly,

k=1 n=1
ol

2m*
a(en,ka gn’,k’) - / ve (U(X) — E) Hnyken/,k/ dQO
J Qg h J Qo

Mi(E)

N N o]
_ZZ k O] nk; n' k' +Z Z kgn(E)ern(gn,kagn’,k’);

7=1 m= J=1 m=Mi(E)+1

—_

(4.38)

T
=

N
LOww) = ~2i) (17 k5 (E)BJ (0 10), (4.39)

J=1

3
I}
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an(gn’,k’) — / gnl’klle dF] et C#(Hn’k, Hn,’k,) — Bﬁn(gn,k)Bfn(@n',k') (440)
JT

J

Remarque: les coefficients B (6,) (resp. B (6, 4)) sont nuls si le noeud n, k
(resp. n', k') n’appartient pas au bord I';.

Le systéme linéaire équivalent que ’on doit résoudre s’écrit finalement
Au = L, (4.41)

ou A est la matrice d’éléments a (6, , anykf)(1§n’nz§/\f2’wn)’(15;{’,9:5/\[1%), u le vecteur des
N3 .q, inconnus de composantes u, x, et L le vecteur regroupant les A3 q, compo-
santes du second membre L(6, ).

Remarque:

A est une matrice complexe, symétrique et creuse.

— dans le cas ou |k — k| < 1, les coefficients a(6,,, 0, ) sont nuls. La matrice
A peut étre construite sous une forme tridiagonale par bloc dans le cas o I'on
choisit de faire varier n, n’ dans un premier temps puis k, &' dans un second temps.
au cours des itérations Schrodinger-Poisson, nous devons résoudre un grand nombre
de fois ce systéme linéaire de grande taille en fonction de I’énergie F et du poten-
tiel U.

Remarque: nous choisissons d’effectuer la séparation des fonctions de base 60, ; a

I'aide de (4.30). On obtient alors

Vn € {1, . ;NQ,wg};Vk € {1, C JNLZ}
(4.42)
Hn,k(maya Z) - “)n(may)ﬁ’k(z)a

avec :
—{wn},n e {1,..., Noy,} la base de I'espace H, n(wo) définie précédemment dans
le cas de la triangulation 7, de wy.
{wr}, k€ {1,...,Ni.} la base de I'espace d’approximation V!, de V! ot

Vi={V:0,L[>R; Ve H(0,L[); V=0surz=L,}, (4.43)
et

VS5 ={on:[0,h] = R; v, € C%[0,L.]); K € Ti; vne € Py; v =0 sur z = L.}
(4.44)

La base {ry} est alors définie sur V!, par
Ve e{l,... . Ni.}, ke €V]y et ki(xg,) = Ok, (4.45)

oll z est la position du noeud k' dans le maillage 7; ..
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En utilisant la décomposition (4.42) de la fonction de base 6, ;. dans (4.38) et (4.40),
on obtient alors

a(gn,ka Hn’,k’) -

L. L.
V LWaV,  wy dwy / KrKg dz+/ Wy Wy dwp / V. ki V_ kg dz
JO J wg 0

L, N MJ
/ wnwn,nknk/ dwodz — 1 Z km(E)CTJﬂ(an, O 1)
7=1 m=1
+Z Z ka(E)CT{l(Hnyk,en,’k,),
J=1 m=Mi(
(4.46)
et
B‘Zn(gn’,k') :/ / wnznkfxfﬂ dwodZ. (447)
0 wo

Les termes croisés Vet V_ n’interviennent pas dans la décomposition de a(Onk, On 1)
(le produit scalaire étant nul)

Les éléments de calcul de a, L et BJ, sont donnés dans le tableau (D.3) en annexe
D.

Equation elliptique sur le potentiel

On peut distinguer deux cas : le cas 3D dans ) et le cas 2D sur les frontieres I'; des
guides.

1. Le cas 3D dans ) : on trouve ’équation sur le potentiel du probléme type (4.1),
dont la formulation variationnelle est donnée en (4.2). Rappelons que les conditions
aux bords du probléme sont définies en (3.26). L’espace V, que nous notons Vg,
ainsi que I'espace V, que nous notons Vg, , sont définis par

0o ={V Qo > R; Ve H'(Q): V =Vgsur Dy: V= Vg + Vg sur Dy},

et
2 =1V :Qy—=R; VeH (Qh); V=0sur [y, Ul }.

Par analogie avec le probléme de 1’équation de Schrédinger ouverte tridimension-
nelle, nous discrétisons le probléme a 1'aide de la “triangulation” T3, de Q. On
définit Vo, 5 l'espace d’approximation de V, et Va,.n espace d’approximation de
Vg, tels que

VQOJL = {Vh Qg — R vp € o (Qo) K e 7590 Vh‘;( € IPk
(4.48)
Vh = Vg sur FTO; Vh = Vg + V(; sur FTG},
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et
Vaor ={Vh:Q = R; v, € C°(N); K € Ts00; Vi € Py
(4.49)
Vi =0sur 'y, U, }.
La formulation variationnelle approchée du probléme est alors équivalente a
Trouver Vj, € Vo, ., tel que :
o B _ (4.50)
YV, € Vth, (L(Vh, Vh) = L(Vh),
avec
a(Vh,Vh) = / ET(Z) VV},VV}, ng +/ g(x)thh dQ(), (451)
. Q[] . QO
et
Jqg

La discrétisation du probléme s’effectue a I'aide des fonctions de base 4.35). Une
fonction de Vg, 5 peut alors se décomposer sur cette base comme

Nl,z NQ,UJO

Vi(x) = Z Z Un kb i (X), (4.53)

avec vpp = V(Xp ). En utilisant I'écriture (4.53) de la fonction V3 (x) dans (4.50),
le probléme se réduit a la résolution d’un systéme linéaire d’inconnus v, g, (n =

1,...,./\/‘2’0_,0) et (I{J = 1,...,./\/‘1’2)

Trouver v, (n=1,...,Noy,), (k=1,...,Ni,), tel que:

V'K (n =1, Naw,), (K'=1,...,N1,)

Nl,z NZ,UJO (454)
Z Z Un,k a(@n’k, gn’,k’) = L(Gnl’kl) avec Upp = Vg si (7’L, k) € FTO
k=1 n=I1
et v, =Vs+ Vs si (n.k) €,
avec

a(an,kaen’,k’) - / 6r(z) van,kvan’,k’ dQU +/ g(X) Hn,ken’,k’ dQ(), (455)
Qo

Qo

et

L) = f(%) O g dS. (4.56)

J Qg
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Le systéme linéaire équivalent que 'on doit résoudre s’écrit finalement :
Av = L, (4.57)

N . 3212
ou A est la matrice d’'éléments a(6, x, an’k:)(197”:3/\[2&0)’(15;{’,9:SM’Z), v le vecteur des
N3 .q, inconnus de composantes v, x, et L le vecteur regroupant les N3 g, compo-
santes du second membre L(6,, ).

Remarque:

A est une matrice réelle, symétrique, définie positive et creuse.

dans le cas ou |k — k'| < 1, les coefficients a(6,, x, 0, ) sont nuls. La matrice

A peut étre construite sous une forme tridiagonale par bloc dans le cas ou l'on

choisit de faire varier n, n’ dans un premier temps puis k, &' dans un second temps.
— au cours des itérations Schréodinger-Poisson, nous sommes amenés a résoudre une

seule fois ce systéme linéaire de grande taille.

Remarque: en utilisant la séparation des fonctions de base (4.42), on obtient alors

L.
a(pp, 0 ) = /Vm,ywnvm,ywn/ dw()/ €r(2) Kprp dz
wo 0
L.
+/ Wy Wy dwy / € (2) V. K,V Kk dz (4.58)
Jw 0

0 .
L,
+/ / g(X)wpwy Kk dwedz,
J0 J wo

et
L.
L(Hnlykl) = / / f(X) WpoKE! du)odZ (459)
J0 J wo
Les éléments de calcul de a et L, sont donnés dans le tableau (D.3) en annexe D.

2. Le cas 2D sur les frontiéres I'; des guides : 1'équation sur le potentiel est simi-
laire a I’équation du probléme type (4.1) sur I';, dont la formulation variationnelle
est donnée en (4.2) (dans ces conditions 5 — I';). Dans ce cas, les conditions aux
bords du probléme ont été définies en (A.3). L’espace V, que nous notons Vr,, ainsi
que l'espace V, que nous notons Vr]., sont définis par

Ve, ={V:Ij = R; Ve Hl(Fj); V = Vs sur yp,; V= Vs + Vg sur vy},

et
Vr]. ={V:I;, - R; Ve Hl(Fj); V =0 sur y1, Uy, }-

Nous proposons de discrétiser le probléme a I'aide de la “triangulation” Ty, de F_]
On définit Vp, , Pespace d’approximation de V,, et Vy, j, 'espace d’approximation
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de Vg, tels que :

Ve ={Vi:T; = R; v, € C°(T); K € Tor,; Vir € Qu;
(4.60)
Vi = Vs sur yr,; Vi, = Vs + Vi sur yrg, },

et

Ve, ={Va:T; = R; v, € C°(T); K € Tor,: Vax € Qu;
(4.61)
Vi, = 0 sur yr, Uyr, s

ou nous considérons la séparation §; et z de 'espace des fonctions. On obtient alors

Qi (&5, 2) = Pi(&) @ Pi(2) (4.62)

avec dim Q; = 4, le nombre de degrés de liberté sur une maille “rectangle” étant égal
a quatre. La formulation variationnelle approchée du probléme est alors équivalente
a

Trouver Vi, € Vr, 5, tel que :

- B B (4.63)
\V/Vh € VI‘j,h,; CL(Vh, Vh) = L(V},),
avec
a(Vp, Vi) = / e (2) VVAVV, dT; + / 9(&j, 2)Va Vi AT, (4.64)
B Fj * Fj
et
. ]—‘]

Soit {dy,}, 1€ {1,.... N1}, k€ {l,..., Ny}, une base de Vr, 5 (idem Vrjyh)

vie{l,... ,/\/'QIJ,},Vk e{1,..., M.}
(4.66)
Uik € Vr]-,h, D0 (&, 2ir) = O O

avec (&, zp) le vecteur position du noeuds I dans le maillage 1D, 7y,, (tel que
(&r) € 7;), et de la couche k' dans le maillage 1D (7, tel que zp € [0, L,]). Une

Nl,z Nl,’vj

W(fj, Z) = Z Z Ul,kﬁl,k(fj; Z), (467)

k=1 (=1
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avec vy x = V(& z¢). En utilisant I'écriture (4.67) de la fonction V},(&;, z) dans (4.63),
le probléme se réduit a la résolution d'un systéme linéaire d’inconnus vy, (I =

L., My, et (k=1,...,Np;)

Trouver vy (I=1,...,Ni,,), (k=1,...,N.), tel que:

VILE (I'=1,...,My,), (K =1,...,Ni.)

oA, (4.68)
Z Z ik (O, O ) = LWy o) avec vy = Vs si (I,k) € yr,
k=1 1=1
et v =Vs+ Vg si (I,k) € yrg,
avec
a(,&l,k;,&l’,k’) = / ET(Z) Vﬁl,kVﬁl’,k’ dF] —|— / (](f],Z) '191’]9191/’]9’ dF], (469)
. ]“]- b rj
et
L(/I9llykl) = / f(€7,2) 79l’,k’ dF] (470)
s

Le systéme linéaire équivalent que 'on doit résoudre s’écrit finalement :
Av = L, (4.71)

ou A est la matrice d’éléments a (0, 191',1«)(1gl,l'g/\/l,w),(15k,k'§/\/1,z), v le vecteur des
Ngyl“j inconnus de composantes v, i, et L le vecteur regroupant les ./\/'erj composantes
du second membre L(Jy 4).
Remarque:
A est une matrice réelle, symétrique, définie positive et creuse.
— les éléments de calcul de a et L peuvent étre trouvés dans [32].
— au cours des itérations Schrédinger-Poisson pour le modéle de quasi-équilibre,
nous sommes amenés a résoudre une seule fois ce systéme linéaire.

Equations de Schrédinger aux valeurs propres

La formulation variationnelle de 1’équation sur le potentiel du probléme type (4.5), est
donnée en (4.6). Nous effectuons, dans un cas général, une “triangulation” 7, de 'espace
A de dimension d, et nous allons introduire un sous-espace d’éléments finis Vo, de H}, de
dimension fini NV, tel que

Vor={vn: A= R; v, € C°(A); K € Tp; Vn ik € Pr; vy = 0 sur OA}. (4.72)
ou P, représente un espace polynomiale. Le probléme approché s’écrit

Trouver les couples (An, ¢n), A € R, ¢ € Vo, — {0}, tel que :
(4.73)

v@h € ‘/U,ha a(gohawh,) = Ah(SOh:@h)LZ-
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Soit {wy}, 1 < n <N, une base de I'espace Vj;, définie par

Vne{l,...,. N}, wy € Vo, wn(Xn') = nw, (4.74)

avec X, le vecteur position du noeuds n’ dans la maillage 7,. Toute fonction de V4, peut
alors se décomposer sur cette base comme

N
on(x) =Y pntn(x), (4.75)

avec ¢, = p(x,). En utilisant I'écriture (4.75) de la fonction ¢, (x) dans (4.73), le probléme
se réduit a la résolution d’un systéme linéaire d’inconnus ¢, (n = 1,..., ). Ce systéme
est équivalent a un probléme aux valeurs propres généralisé du type

R p=)\M o, (4.76)

ot R est la matrice dite de rigidité d’éléments a(w,, wn’)(lgn,nlgm et M est la matrice
dite de masse d’éléments (wn, W) 12 1<y < pry- On Obtient

2 ,*
a(wy, wy) = /Aanan/ dA+% AU(x)wnwn/ dA, (4.77)
et
(Wpy W )2 = /wnwn/ dA. (4.78)
Ja

Remarque: les propriétés des formes bilinéaires a(.,.) et (.,.) entrainent immédiatement
que les matrices R et M sont réelles, symétriques et définies positives. Au cours des
itérations Schrédinger/Poisson, nous sommes amenés a résoudre :
— une équation de Schrodinger aux valeurs propres 1D sur |0, L,[ afin de déterminer
les vecteurs propres verticaux ¢, associés aux valeurs propres verticales F,, (nous
utiliserons alors la “triangulation” 77 ,). Dans ce cas, on note que d = 1 et Py =

]P] (Z) .
— N (nombre de guides) équations de Schrédinger aux valeurs propres 1D sur v;, (j =
1,...,N), afin de déterminer pour chaque guide j, les vecteurs propres transverses

)?17) associés aux valeurs propres transverses E-IZ (nous utiliserons alors la trace de la
triangulation 75, sur I';, c’est a dire Ty, ). Dans ce cas, on note que d = 1 et
Py =P1(&))-

— une équation de Schrodinger aux valeurs propres 2D sur I'; afin de déterminer les

J ié J

vecteurs propres transverses xJ associés aux valeurs propres transverses EJ (nous
utiliserons alors la “triangulation” 7§’pi). Nous devons aussi résoudre cette méme
équation aux cours des itérations Schrodinger/Poisson pour le modéle de quasi-
équilibre. Dans ces cas, on note que d = 2 et P, = Q1 (&, 2).
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4.2 Mise en oeuvre numérique

Nous allons présenter dans un premier temps, 'organigramme général que nous allons
utiliser pour la résolution des systémes couplés associés aux différents modéles physiques
rappelés dans le tableau (3.4). En complément, nous ferons l'inventaire de toute les mé-
thodes de résolutions numériques nécessaires a ces calculs. Pour finir, nous présenterons
notre code de calcul 3D que nous avons baptis¢ NESSIE.

4.2.1 Organigramme général

Le potentiel V*
et la densité nt
sont donnés

I

Calcul de la densité
électronique nit!

Calcul du nouveaux
potentiel Vi+!

! ‘
|

Comparaison des
potentiels V¢ et Vit!
en norme L ()

— test positif —T test négatif

Fin de la procédure i il
Calcul potentiel-densité 4 4

Figure 4.2: Organigramme présentant la procédure générale de calcul du potentiel et de la
densité. Le potentiel & ’étape 4 est donné.
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L’organigramme général de calcul du potentiel électrostatique et de la densité élec-
tronique est présentée sur la figure 4.2. Le potentiel & 'étape i étant supposé connu, on
cherche a le comparer avec le potentiel calculé a I’étape ¢ + 1. Les deux procédures de
calcul du potentiel et de la densité sont spécifiques aux différents modéles physiques et
nécessitent une description plus détaillée.

Procédures de calcul de la densité

On cherche a déterminer la densité électronique n = n'*' A partir de la donnée du
potentiel V = V'’ et de la densité n'. En complément, nous verrons qu’il est pratique de
prendre aussi en compte dans la procédure de calcul de la densité, le calcul de 'intensité
et de la conductance dans le cas des modéles quantiques 3D et quasi-3D. Les diverses
intégrations numériques sur x,y ou sur z que nous rencontrerons sont résolues a l’aide
de la méthode numérique d’intégration des trapézes (les éléments finis étant de type Py
sur @y et sur [0, L,]). Nous choisissons d’utiliser la méthode numérique d’intégration de
Simpson pour une meilleure précision dans le calcul des intégrations sur les énergies ou
sur les impulsions (le nombre d’intervalles de discrétisation étant alors pair).
Les différentes procédures de calcul dépendent des différents modéles physiques, tels que
les modéles semi-classique et quantique 3D, ainsi que les modéles hybride et quantique
quasi-3D.

1. Le cas semi-classique 3D : le calcul de la densité s’effectue a 'aide de 'approxi-
mation de Thomas-Fermi (3.58). Dans cette approche, on a uniquement besoin de
calculer 'intégrale de Fermi-Dirac présentée en (3.59).

2. Le cas quantique 3D : le calcul de la densité nécessite la résolution d’un grand
nombre d’équations de Schrédinger en fonction de 1'énergie. Les fonctions d’onde
ainsi obtenues, nous pouvons aussi déterminer les coefficients de transmission né-
cessaires au calcul de l'intensité et de la conductance. Le tableau 2 regroupe les
différentes étapes du calcul de la densité, de l'intensité et de la conductance.

a- Calcul des fonctions et valeurs propres transverses x7, et £7 sur I';

b-  Calcul des fonctions d’onde {W;; .« } et des coefficients

hk?
2m*

.. . . ., , . . 7o
de Transmission {T},_,;} associés aux énergies F = EJ° +

c- Calcul de la densité électronique n

d- Calcul des intensités I; dans chacun des guides j

e- Calcul des conductances Gj;

Tableau 4.2: Présentation des différentes étapes dans le calcul de la densité, de l'intensité et
de la conductance dans le cas quantique.



4.2 Mise en oeuvre numérique 105

Dans la premiére étape de calcul (a), il nous faut résoudre des systémes aux valeurs
propres généralisées sur les bords I'; (j = 1,..., N) du type (4.76). Remarquons
qu’il est possible de passer d'un probléme aux valeurs propres généralisées a un
probléme classique aux valeurs propres en utilisant la décomposition de Cholesky
M = LLT de la matrice de masse M. L’équation (4.76) peut alors s’écrire de
maniére équivalente

Cp=)\o

C=L"'R (L)’ (4.79)
avec

p=L"¢

Remarque: dans le but d’obtenir un probléme aux valeurs propres classique, nous
pourrions aussi envisager d’utiliser une condensation de masse de la matrice M
(celle-ci devient diagonale). Cependant, dans notre cas bidimensionnel possédant
un maillage destructuré, cette méthode s’est révélée peu efficace.

Le probléme classique aux valeurs propres (4.79) peut étre résolu soit par la méthode
de résolution directe de Jacobi dans le cas de petits systémes (Ngyl“j est petit), soit
par la méthode de résolution itérative de Lanczos dans le cas de grands systémes
(Mo, est grand).

Remarque: nous nous intéressons uniquement aux premiers niveaux d’énergie. La
somme infinie sur les modes transverses évanescents qui apparait dans la résolution
de I’équation de Schrodinger est dans les faits bornée par M*"P. Nous verrons que
M*"P n’a pas besoin d’étre trés grand car la contribution des termes évanescents
est négligeable lorsque 'on s’éloigne un peu des modes d’injection (nous injectons
uniquement des ondes sur le premier ou le deuxiéme mode).

La deuxiéme étape (b), concerne la résolution d’un grand nombre de systémes li-
néaires du type (4.41), ot nous rappelons que A est une matrice complexe, symé-
trique et creuse (diagonale par bloc). A partir du calcul des différents coefficients
BJ, (4.40) indépendemment de I'énergie (a 1'aide du calcul d’une intégrale numé-
rique), nous pouvons construire la matrice A pour une énergie E(jo, mo, k) donnée.
Nous effectuons alors la résolution de ce systéme linéaire a I'aide de la méthode de
résolution itérative QMR (Quasi Minimal Residual) proposée par Freund [52,53], et
munie d'un préconditionneur (SSOR ou ILUT).

Remarque: une méthode de type GMRES avec préconditionneur (SSOR ou ILUT)
a aussi été testée. Cependant, la méthode QMR que nous utilisons est adaptée au
probléme symétrique et se révéle bien plus efficace pour nos calculs (elle est de plus
optimisé pour des systémes creux et complexes). Notons que la taille du systéme
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peut étre trés grande, N3 o, ~ 300000. Le temps de calcul de la procédure de réso-
lution est un facteur non négligeable puisque que nous avons besoin de résoudre un
nombre considérable de systémes linéaires afin de déterminer I’ensemble des fonc-
tions d’onde W, ., . Par conséquent, le modeéle 3D se révele extrémement cotiteux
numériquement dans le calcul des fonctions d’onde. Nous verrons que dans le modéle
quasi-3D, la taille du systéme est considérablement réduit, ce qui permet de réduire
considérablement le temps de calcul.

Nous cherchons a résoudre I'ensemble des fonctions d’onde W, ,,,, x & I'aide d’une
boucle sur les énergies. Pour réaliser cette boucle sur les énergies, nous effectuons
tout d’abord une boucle sur les guides d’injection j, (jo = 1,...,N), puis sur les
modes d’injection mg (mg = 1,..., M), et finalement sur les impulsions k. En
pratique, I'énergie d’intégration maximale (idem impulsion maximale), notée E;"",
n’est pas infinie, elle dépend du niveau du potentiel chimique de chaque réservoir
(niveaux de Fermi) et de 'excitation thermique (voir Figure 1.3). Nous posons alors

B3 = p; + 4kgT, (4.80)

et nous supposons que pour £ > E;"” I'intégrale de Fermi-Dirac associée au guide
j d’injection est nulle. Dés qu'une fonction d’onde W ., est obtenue, on peut
calculer les coefficients de transmission Tj,_,;(E) définis en (2.70) a 'aide de (2.58).
Nous devons pour cela connaitre les amplitudes b/, des ondes réfléchies dans les
guides qui peuvent étre déterminées a partir des coefficients ¥/ (2.19). Ces coeffi-
cients s’obtiennent en effectuant des intégrations numériques (2.18) sur les bords T';.

Dans les derniéres étapes (c), (d) et (e), les calculs de la densité électronique (3.57),
de l'intensité (2.77) et de la conductance (2.86), nécessitent le calcul d’une intégrale
sur les énergies. Il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire toutes les fonctions
d’onde, car nous pouvons utiliser la méthode d’intégration de Simpson a 'intérieur
de la boucle sur les énergies.

Remarque:

— le pas de discrétisation de l'intégrale sur les énergies est choisi uniforme. Nous
veilleront, cependant, a ce que ce pas sur les énergies soit assez petit afin de bien
cerner les variations des courbes de transmission en fonctions des énergies.
les calculs des coefficients BJ | ainsi que la plus grande partie de I’assemblage de la
matrice A, peuvent s’effectuer une fois pour toute avant la boucle sur les énergies.

Le cas hybride quasi-3D : le calcul de la densité nécessite 1'obtention des den-
sités bidimensionnelles n,?, associés au modes verticaux ng. Les différentes étapes
concernant le calcul de la densité électronique a partir du potentiel électrostatique
sont décrites dans le tableau (3).

Les premiéres étapes de calcul (a) et (b) nécessitent respectivement le calcul des
intégrales en espace (3.11) et (3.12).
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a- Calcul de la densité surfacique n, (avec n?)

b-  Calcul du potentiel Uy (z)

c- Calcul des fonctions et valeurs propres verticales ¢, (z) et F,, sur |0, L,]

d- Calcul des potentiels {U,,} et des densités bidimensionnelles {n39
associés aux modes propres verticaux F

Zng

e- Calcul de la densité électronique n

Tableau 4.3: Présentation des différentes étapes dans le calcul de la densité dans le cas hybride.

Dans I’étape (c), il nous faut résoudre un systéme aux valeurs propres généralisées
sur z du type (4.76). Nous avons vu qu’'un tel systéme peut s’écrire sous la forme
d’un probléme aux valeurs simples du type (4.79). Comme ce systéme est de trés
petite taille (N, est petit), la méthode de résolution de Jacobi apparait la mieux
adaptée au probléme.

L’étape (d) concerne le calcul de I'ensemble des densités bidimensionnelles n3? as-
sociées au potentiel [7”0. Ce potentiel bidimensionnel est résolu a travers 'intégrale
sur les z (3.7), et la densité a I'aide de l'expression (3.62). Le nombre de modes
propres verticaux maximum, noté n,"”, dépend de I'énergie d’intégration maximale
E#"P définie dans le cas du modéle hybride par

B = i + 4kgT. (4.81)

Comme dans notre modéle, nous ne tenons compte que d’'une énergie bidimension-
nelle positive (voir la description du modéle quantique quasi-3D qui suit). On peut
alors écrire la condition suivante

n.[q]up _ Sllp{no > 1 E5uP > Eznn} (482)
no

Le calcul de la densité électronique a I'étape (e), s’effectue a 1'aide la sommation sur
les modes verticaux ng allant jusqu’a ng"? définie en (3.21).

4. Le cas quantique quasi-3D : les étapes de calcul de la densité électronique ont
déja été détaillées sur le tableau (3.1). Ces étapes de calcul sont identiques a celles
énoncées dans la procédure de calcul de la densité pour le modéle hybride (voir ta-
nécessite la prise en compte des fonctions d’onde bidimensionnelles 1b?()“m0 - Comme

dans le cas du modéle quantique 3D, il s’agit alors de résoudre un grand nombre de



108 Chapitre 4. Etude numérique de quelques dispositifs AlGaAs/GaAs

systémes linéaires du type (4.27), ot nous rappelons que A est une matrice com-
plexe, symétrique et creuse (diagonale par bloc). A partir du calcul des différents
coefficients B (4.26) (indépendemment de I'énergie) qui sont obtenus a I'aide des

fonctions propres, et valeurs propres transverses )?; et E{, (problémes aux valeurs
propres généralisées sur les ; du type (4.76) et (4.79), résolus a 1'aide de la méthode
de Jacobi car /\fm]. est petit), nous pouvons construire la matrice A pour une énergie
E(jo, po, no, k) donnée. Nous effectuons alors la résolution de ce systéme linéaire a
I'aide de la méthode QMR avec préconditionneur.

Remarque: contrairement au modéle quantique 3D, dans le modéle quasi-3D, la
taille du systéme linéaire est considérablement réduite, Ny, ~ 5000.

Nous cherchons a résoudre I’ensemble des fonctions d’onde ) pg no,x & I'aide d’une
boucle sur les énergies bidimensionnelles (E — E,, ) a ng fixé. Pour réaliser cette
boucle sur les énergies, nous effectuons tout d’abord une boucle sur les guides d’in-
jection jo (jo = 1,...,N), puis sur les modes d’injection py (pg = 1,..., P%), et
finalement sur les impulsions k. En pratique, 1’énergie bidimensionnelle d’intégra-
tion maximale (idem impulsion maximale), notée E;" — ., , n'est pas infinie, elle
dépend du niveau du potentiel chimique de chaque réservoir et de I'excitation ther-
mique (voir Figure 1.3). Rappelons que ’énergie maximale E;UP a déja été définie
dans le cas du modéle quantique 3D en (4.80). Le nombre de mode vertical maximum
ng'" que nous prendrons en compte peut s’écrire

ng’ = sup{ng > 1;max{E;""} > F,, }. (4.83)
no J

Remarque: la condition (4.83) implique que nous ne tenions compte que d’une
énergie bidimensionnelle positive. Cela constitue, en effet, une condition nécessaire
pour autoriser le transport électronique bidimensionnel en faisant apparaitre des
modes propres transverses p dans les guides.

Finalement, notons qu’a 'instar du modeéle 3D, dés quune fonction d’onde v, no no .k
est obtenue, on peut calculer les coefficients de transmission 7T},_,;(FE). Il n’est pas
nécessaire de stocker en mémoire toutes les fonctions d’onde, car nous pouvons
utiliser la méthode d’intégration de Simpson a I'intérieur de la boucle sur les énergies,
afin de calculer la densité électronique, 'intensité et la conductance.

Procédures de calcul du potentiel

Dans le modéle semi-classique 3D ou la densité électronique est une fonctionnelle
de V locale en x, nous utilisons la méthode de résolution numérique de Newton sur le
potentiel décrite dans ’annexe C. Dans tous les autres modéles, la densité électronique
est une fonctionnelle de V' non locale en x, nous utilisons par conséquent la méthode de
résolution implicite des itérations de Gummel présentée aussi dans I’annexe C. En effet, il
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existe une dépendance fortement non-linéaire entre le potentiel et la densité, si bien que
la méthode de relaxation présentée aussi dans I'annexe C, s’est révelée peu efficace. La
prise en compte d’'un schéma de calcul implicite s’avére donc nécéssaire. L’équation que
nous cherchons a résoudre est du type

V(e (2)VV(x)) = LN (z) — Ln[V](x) dans 0,

€0 €0 (4.84)
avec les conditions aux bords (3.26) sur 0.

Elle peut encore s’écrire

9 A7+
—V(e(2)VV(x)) = =N (z2) — —n|V|(X) =——= 4.85
(/YY) = LN = LafVI( 77 (1:85
avec T [V] une fonctionnelle de V' non locale en x (avec une dépendance exponentielle en
V). Compte tenu du comportement semi-classique de la densité (3.58), un choix possible
est T[V] = exp(¢BV). Ainsi, le schéma itératif donnant V! en fonction de V* peut
ensuite s’expliciter comme

V(e (2)VVIT (%)) = LNj(2) — Ln[Vi](x) exp (VI — V). (4.86)

€0 €o
Intuitivement, dans ce schéma de calcul itératif, plus la différence entre le nouveau po-
tentiel V! et P’ancien potentiel V' est importante, moins la contribution de la densité
n au calcul du nouveaux potentiel Vi*+! est prise en compte. Nous obtenons alors un sys-
téme non-linéaire en V', [’annexe C présente la méthode de Gummel [61] qui consiste
a linéariser ce systéme.

Dans un cas général pour tous les modeéles, la procédure de calcul du potentiel Vi+! 4
I'aide de n**! nécessite la résolution d’'un systéme linéaire du type (4.57) ou la matrice A
est une matrice réelle, symétrique, et creuse (diagonale par bloc). Nous avons vu que la
taille de ce systéme linéaire pouvait étre trés grand (N30, ~ 300000), mais contrairement
au calcul des fonctions d’onde, la matrice A est définie positive. Nous choisissons d’utiliser
la méthode de résolution itérative du gradient conjugué munie d’un preconditionneur de
Cholesky incomplet.

Test sur le potentiel

C’est un test en norme L* sur )y qui compare le potentiel & 'étape i avec celui
obtenue a I'étape 7 + 1. Nous dirons que la convergence est atteinte quand la norme est
inférieure a un certain e, lequel est lié au pas d’intégration sur les énergies (il doit étre
supérieur au pas).

Initialisation

Nous cherchons a connaitre le potentiel et la densité a I’étape ¢ = 0. Dans le cas du
modéle semi-classique 3D, V? peut étre choisi quelconque, la procédure de calcul Newton
assurant rapidement la convergence. En ce qui concerne les autres modeéles, le choix d'un
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potentiel V0 peu éloigné de la solution finale est essentiel pour assurer la convergence
de la méthode des itérations de Gummel. Dans ces conditions, nous allons procéder par
étape. Dans un premier temps, nous effectuerons le calcul du potentiel et de la densité
3D du modéle semi-classique qui s’avére étre une estimation de l'ordre de grandeur des
modeéles quantiques plus réalistes. En outre, nous pouvons chercher une estimation de ces
quantités encore meilleure a I'aide du modéle hybride. Pour finir, nous nous servirons du
potentiel et de la densité obtenus, afin d’initialiser les deux modéles quantiques 3D et
quasi-3D, mais uniquement a Iéquilibre (1 = p; V7).

Dans le but d’obtenir des caractéristiques courant-tension, npous avons renouvelé la
procédure générale de calcul présentée sur la figure 4.2 dans les cas quantiques, et pour des
petites variations croissantes ou décroissantes d'un potentiel de polarisation v; (idem p;
d’aprés (2.78). Chaque potentiel et densité ainsi obtenus aprés convergence de la procédure
de calcul, pourra servir d’initialisation pour la nouvelle procédure a résoudre.

Le modéle de quasi-équilibre sur les bords

Avant de conclure cette section, remarquons que l'on effectue aussi la résolution du
modéle de quasi-équilibre a travers la procédure de calcul présentée sur la figure 4.2. Dans
ces conditions, le calcul de la densité électronique quantique s’effectue a 'aide de ’expres-
sion (A.7), qui nécessite uniquement la connaissance des fonctions propres x? associées
aux valeurs propres transverses E7 (calculs déja spécifiés dans le cas des conditions aux
bords sur ; du modeéle quantique 3D). La résolution numérique du systéme couplé sur le
potentiel peut aussi s’effectuer a I'aide de la méthode de calcul implicite des itérations de
Gummel décrite dans I'annexe C.

Remarque: l'utilisation d’une méthode de résolution de Newton bidimensionnelle déri-
vant de la méthode de résolution de Newton présentée dans [84| dans le cas unidimen-
sionnel, est possible.

L’initialisation de la procédure de calcul du modéle de quasi-équilibre quantique s’ef-
fectue a I'aide d’'un modéle semi-classique (la résolution de la densité électronique semi-
classique sur I'; s’effectue de la méme maniére que dans le cas 3D semi-classique).
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4.2.2 Présentation du code “NESSIE”

Nano-Electronics Simulator for Systems with Interference Effects

Au cours de cette thése, un code de calcul 3D baptisé NESSIE, a été élaboré en
Fortran 90. Comme décrit dans la section précédente, il fait appel & de nombreuses routines
numériques. Certaines routines font partie intégrante de paquetages informatiques parmi
lesquels on compte les librairies mathématiques :

LAPACKO0, pour les routines d’algébre linéaire (résolution des problémes aux va-
leurs propres généralisées . ..)

— QMR, librairie proposé par Freund.

Nous utilisons aussi le mailleur 2D EASYMESH |[83] afin de discrétiser le domaine wy. 11
nous donne en outre, la possibilité de marquer toutes les frontiéres v; et v de maniére a
les différencier. Remarquons que la nature du dispositif étudié dépend de la configuration
des grilles en surface, et notamment de 'orientation des guides et du nombre de guides
N. NESSIE est un code de calcul de type général qui permet de prendre en compte n’im-
porte quelle géométrie pouvant s’appuyer sur un nombre de guides quelconques, et dont
leur orientation nécessite que la coordonnée locale longitudinale n; soit paralléle au guide
d’onde j (voir Figure 2.1). Par exemple, nous pourrions considérer des dispositifs croisés
ou les guides d’onde sont a la fois horizontaux et verticaux. Le code de calcul NESSIE
permet aussi de prendre en compte plusieurs paramétres d’entrées qui sont décrits dans
le tableau (4.2.2).

En ce qui concerne les spécificités dans la construction du code NESSIE, nous pouvons

citer :

— l'utilisation du format de stockage CSR (Compressed Sparse Row) pour les ma-
trices. En effet, toutes les matrices du probléme sont creuses et le stockage CSR est
le stockage le moins gourmand en mémoire. La procédure d’assemblage des matrices
(lice a la méthode des éléments finis), ainsi que tous les calculs effectués sur les
matrices sont réalisés dans ce méme format.

— la parallélisation de la procédure de calcul des fonctions d’onde décrite dans les
modeéles quantiques. En effet, ces calculs sont indépendants les uns des autres, et ils
représentent la plus grande partie du temps de calcul. A 'aide de la parallélisation
via le langage MPI, ce temps de calcul est alors réduit (divisé) d’autant que le
nombre de processeurs qui sont mis en jeu.

— la séparation en couche du probléme pour le calcul de la fonction d’onde tridi-
mensionnelle du modéle quantique 3D. En effet, comme les électrons sont situés
autour de I’hétérojonction AlGaAs/GaAs, nous pouvons isoler une couche s’étalant
a l'intérieur du AlGaAs et du substrat GaAs, qui contient toute I'information sur
la fonction d’onde. Nous allons alors résoudre I'équation de Schrédinger 3D dans
cette couche (munie de conditions de Dirichlet homogénes aux deux extrémités), et
non plus dans tout le domaine €2y. Le cotit numérique du calcul est alors réduit de
manieére significative. Nous notons N3}];Qo le nombre de points associé a ce domaine
réduit.
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N, L, les paramétres liés au maillage comme le nombre de guides
et leur largeur associée

Ly, Ly, L, || les dimensions du composant (domaine wy)

T la température
1 le potentiel chimique a I'équilibre
Vo le potentiel de grille
Vs le potentiel d’accrochage en surface
v; les potentiels de polarisation
NP le nombre de modes transverses évanescents maximum

l., Ns(z) | lalargeur et le dopage des couches semi-conductrices suivant z
décrites sur la figure 1.8

T le pourcentage x d’aluminium dans la couche Al,Ga;_ As,
notons que le gap d’énergie entre les matériaux AlGaAs et GaAs
vaut F, = 0.77x

e (2) la constante diélectrique relative suivant z

m la masse effective du GaAs

Tableau 4.4: Paramétres d’entrée du code de calcul NESSIE.
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4.3 Résultats numériques

Nous allons maintenant présenter plusieurs résultats numériques pour des dispositifs se
trouvant dans la configuration du stub électronique (avec deux guides d’onde) et dans la
configuration du coupleur quantique (avec quatre guides d’onde). Dans un premier temps,
les simulations numériques vont nous permettre de comparer les modéles semi-classique et
quantique a I’équilibre. Nous montrerons ensuite I'efficacité du modéle quasi-3D quantique
en le comparant avec le modéle 3D quantique dans le cas du stub électronique. Nous éta-
blirons finalement les caractéristiques courant-tension de ce dispositif. La structure plus
complexe du coupleur quantique sera étudiée uniquement a l'aide du modéle quantique
quasi-3D.

Dans tous les dispositifs étudiés, les paramétres d’entrées sont nombreux (voir ta-
bleau 4.2.2), nous choisissons alors arbitrairement les paramétres communs a toutes les
simulations suivants :

T = 4K, (la condition de trés basse température est nécessaire pour obtenir un
transport balistique),

— L, = 185nm,

— x = 0.26,

m* = 0.067m,, avec m, masse de 1'électron dans le vide,
€-(z) = 12.88, prise identique pour le AlGaAs et le GaAs dans nos simulations,
Vs =—-0.7V,
— M?*"P = 6, nous montrerons que cette valeur maximale de mode propres transverses
est suffisante si le nombre de modes propagatifs M7 ou P/ est petit (< 2),
p =20,
les largeurs 1., et les dopages N;; des différentes couches verticales (voir Figure 1.8)
sont définis par :

Matériaux | [, en nm | N en m?
GaAs 5 2.4 % 10%
n-AlGaAs 20 2.4 % 10%
AlGaAs 10 0
Substrat 150 0

I’hérerojunction AlGaAs/GaAs(substrat) se situe donc a 35nm en dessous de la
surface du composant,
— Vg = —0.5V pour le cas du stub et Vg = —0.53V pour le cas du coupleur.

Les paramétres p, [, Np, et Vg, ont été ajustés de maniére a ce que les électrons soient
tous confinés dans le premier mode vertical n = 1. On note ainsi que p et p; définis en
(2.78) sont compris entre les deux premiers modes verticaux E,; et E,, dans le cas des
modeles quasi-3D (pour des petites valeurs de potentiel de polarisation v;). Les énergies
maximales d’intégration E;"” définies en (4.80), doivent également vérifier cette condition.
Ces données impliquent encore que 'injection des électrons s’effectue sur les deux modes
transverses dans le cas des modéles quantiques.
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4.3.1 Le stub électronique

Les différents paramétres qui caractérisent les dimensions du domaine €23 du stub
¢lectronique, sont décrits sur la figure 4.3. Nous posons L, = 300nm et L, = 210nm. Dans
notre cas, la profondeur et la largeur du stub sont respectivement donnés par W = 40nm et
Ly = 60nm, la largeur des guides est identique et vaut L; = Ly = 60nm. Les dimensions
de grilles sont définies par Lg, = 50nm, Lg, = 100nm, et Lg, = Lg, = 120nm. Le
domaine wy muni de sa triangulation 75, ainsi que le domaine I'; (idem I'y) muni de sa
“triangulation” 7, , sont présentés sur la figure 4.7.

Lg, Lg,
/// // LS // //
Lg /7 : ‘
4
_____ YW T Figure 4.3: Description  des
_L_l_‘_/j 2/ longueurs caractéristiques du
I domaine €. On note alors
Gs que L, =(Lg, + Ly+ Lg,) et
T T A Ly:(LG3+L]+LG4).
L,
175
150 =
125
£ 100 B
N
75 F .
50 F .
25+ 1

0 25 50 75 100 125 150 175 200
Y (nm)

Figure 4.4: Maillage du domaine wy (a gauche) et maillage du domaine [0, L,].

Le nombre de noeuds du maillage T3, est Na,, = 2514, et le nombre de couches est
N, = 61. Par conséquent, avec (4.12) on obtient N3 o, = 153354. Le nombre de points du
domaine réduit que nous avons choisi vaut /\/’é’;gn = 87990 (nous considérons 35 couches).
En complément, notons que le nombre de noeuds sur vy; et v, est identique et égal a
Ni = Ni,, = 36, et avec (4.14) on obtient Nor, = Nor, = 2196.
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Comparaison des modéles semi-classique et quantique 3D a 1’équilibre

Dans le cas o le systéme se trouve a I’équilibre, on note que les potentiels de polari-
sation vy et vy sont nuls. Par conséquent, le courant total dans chacun des guides est nul.
Dans un premier temps, nous allons effectuer une comparaison qualitative des résultats
du calcul de la densité électronique obtenus a 1’aide du modéle semi-classique (approxi-
mation Thomas-Fermi) et du modéle quantique 3D, qui sont respectivement présentés sur
les figures 4.5 et 4.6.

Figure 4.5: Profil de densité dans
le stub dans le cas du modéle
semi-classique 3D & 1’équilibre. Nous
avons représenté les plans = = 0,
x = Ly/2, et © = Ly, ainsi que le
plan du gaz d’électrons.

300

X (nm)

E 150 Figure 4.6: Profil de densité dans
5140 . 4 le stub dans le cas du modeéle quan-
tique 3D a I’équilibre. Nous avons re-
présenté les plans x = 0, x = L;/2,
et x = L,, ainsi que le plan du gaz
d’électrons.
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Nous pouvons alors noter les deux observations suivantes :

1. dans le cas quantique comme dans le cas semi-classique, les électrons désertent
les zones qui se situent sous les grilles en surface. Dans le cas semi-classique, on
remarque cependant, que le confinement vertical de électrons se situent essentiel-
lement au niveau de I'hétérojonction (dans notre exemple, & 35nm au dessous de
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la surface du composant, c’est a dire & 150nm de la base). Il n’en va pas de méme
pour le cas quantique, ou la majorité des électrons se situent quelques nanométres
en dessous de I'hétérojonction, et ol les électrons s’étalent de maniére significative
dans la direction z. Dans le but d’illustrer plus clairement notre remarque, nous
avons représenté sur chacune des figures 4.7 et 4.8, les isocourbes de la densité élec-
tronique pour les deux modéles et respectivement sur une coupe en z = 0 (au bord
du composant dans le guide d’onde) et sur une coupe en x = L,/2 (au milieu du
composant dans la zone active).

145¢ ] 145f

130 N 130

125 I I I I 125 I I I I
40 60 80 100 120 140 40 60 80 100 120 140

Y (nm) Y (nm)

Figure 4.7: Représentation des isocourbes de la densité dans le plan = 0 pour le modéle
semi-classique (& gauche) et pour le modeéle quantique.
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Figure 4.8: Représentation des isocourbes de la densité dans le plan z = L, /2 pour le modele
semi-classique (& gauche) et pour le modeéle quantique.

Nous confirmons alors que dans le cas quantique, le gaz d’électrons bidimensionnel
est localisé bien en dessous de I'hétérojonction, et qu’il est plus étalé. A 1'aide de
ces derniers résultats, nous pouvons aussi constater que, contrairement au cas semi-
classique, dans le cas quantique, la probabilité de trouver un électron au dessus de
I'hétérojonction (z > 150nm) n’est pas nulle. Dans ce dernier cas, nos observations
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nous montrent qu’il existe bien un effet tunnel comme cela avait déja été confirmé
dans le cas du fil quantique dans [140].

2. dans le cas quantique, des perturbations sur la densité apparaissent trés nettement
dans la zone active. Celles-ci sont dues aux effets quantiques (comme les phénoménes
d’interférence) qui sont prépondérants a l'intérieur de cette zone. Les différences
entre les profils de la densité électronique pour les deux modéles dans le plan du
gaz d’électrons peuvent étre mieux appréciées a 1’aide des résultats sur les densités
surfaciques présentés sur la figure 4.9.

x10

140

300 300

80 80

100 100
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Y (nm) 0 0 X (nm) Y (nm) 40 o X (nm)

Figure 4.9: Représentation de la densité surfacique pour le modeéle semi-classique (a gauche)
et pour le modeéle quantique.

Nous pouvons ainsi observer, toujours dans le cas du modéle quantique, au milieu
de la zone active sur les figures 4.6 et 4.8, trois régions bien marquées ou les élec-
trons se retrouvent concentrés. Ce phénoméne de confinement est immeédiatement
détruit, lorsque 1’on s’éloigne un peu du milieu du stub. Il peut apparaitre aussi
d’autres effets quantiques plus difficiles a identifier (des phénoménes d’interférence
probablement, mais aussi des effets de confinement sur les rebords des cavités du
stub par exemple, et méme de 'effet tunnel).

Remarque: les simulations tiennent compte de l'injection des porteurs dans les
deux modes transverses des guides. Dans les cas tests présentant un seul mode
transverse, les effets quantiques dans la zone active apparaissent plus prononcés. On
observe par exemple des zones de désertion en électrons dans la zone active |95].

Notons finalement que dans le cas semi-classique de 'approximation de Thomas-
Fermi, les charges qui participent au phénomeéne de conduction ne sont pas prises
en compte et le potentiel n’est affecté que par des charges fixes. En comparaison
avec le modéle quantique, cette approximation semi-classique donne des résultats

qui tendent a surestimer les densités de charges accumulées comme le montre la
figure 4.9.
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Nous allons apporter aux résultats précédemment établis, a savoir 1’observation d’im-
portantes différences existantes entre les modéles semi-classique et quantique, une com-
paraison plus quantitative a 'aide de I'étude des différences sur le potentiel. Nous ne
présenterons pas les figures des profils potentiels obtenus pour les deux modéles, car les
différences sur cette quantité ne pourraient sembler sur ces observations que minimes.
Toutefois I'étude qualitative précédente sur la densité n’a été rendue possible que parce
qu’'une trées “petite” variation du potentiel peut entrainer une trés “grande” variation sur la
densité (les fonctions d’onde dépendent “exponentiellement” du potentiel électrostatique).
L’étude quantitative sur le potentiel consiste donc a tracer les coefficients de transmission
relatifs & une onde injectée dans le guide 1 (par exemple) et transmise dans le guide 2,
en fonction de l'énergie. Pour cette étude, nous nous placerons dans le cas monomode
de telle sorte que l'injection et la transmission ne s’effectuent que sur le premier mode
transverse des guides. Du fait que le potentiel définit la géométrie dans laquelle vont se
mouvoir les électrons, les résultats sur la transmission de 'onde injectée dans le guide 1
sont relatifs & un potentiel donné (a savoir dans notre cas, le potentiel obtenu a I'aide
du modéle semi-classique et celui obtenu a I'aide du modéle quantique). Les courbes de
transmission pour les deux modeéles sont données sur la figure 4.10.
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Nous pouvons alors constater, qu’'indépendamment du modeéle, les courbes de transmission
présentent d’importantes variations qui se situent entre les valeurs d’une transmission to-
tale T7_,o = 1 et d’une réflexion totale T7_,5 = 0. Ces mémes types de résultats présentant
des fortes non-linéarités, avaient été obtenus avec I’étude simplifiée bidimensionnelle sur
le stub électronique muni de murs infinis de potentiels [128,129]. Les résultats des courbes
de transmission montrent clairement que 1’échelle sur les énergies est différente pour les
modeéles semi-classique et quantique. En effet, les courbes ont pour origine I'énergie du
premier mode transverse du guide d’injection qui apparait beaucoup plus petite dans le
cas quantique. Ce déplacement sur les énergies peut s’expliquer par la prise en compte
du confinement vertical pour les électrons dans le cas quantique. A proximité du niveau
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fondamental de chaque modéle, I’allure des courbes (via un déplacement sur I’énergie) est
différente, tandis qu’elle semble qualitativement en accord (pour le cas test étudié) pour
des énergies plus élevées. Par conséquent, contrairement au cas semi-classique, la prise
en compte des réactions de charge d’espace a I'aide du modéle quantique, va avoir ten-
dance a modifier le profil du potentiel de maniére significative pour les énergies proches du
premier mode d’injection. Pour les énergies plus élevées, les différents cas tests effectués
(non présentés ici) pour différentes valeurs du potentiel de grille (ce qui a pour effet de
transformer la géométrie du systéme), montrent aussi des différences sur les courbes de
transmission (contrairement au cas test présenté).

Compléments sur le modéle quantique 3D

Nous allons compléter la description du modéle quantique 3D a travers deux re-
marques.

1. Les fonctions d’onde : quand une onde électronique est injectée dans le guide
jo = 1 et le mode my = 1, sa fonction d’onde associée est donnée par 'expression
(2.51) avec M’° = 1. Par conséquent, la fonction d’onde de cette onde transmise
dans le guide j = 2 et le mode m = 1 est alors donnée par (2.52) avec M7 = 1.
Nous pouvons remarquer que si I’on s’éloigne a l'intérieur du guide tel que 7; — 0
(7 = 1,2), la somme sur les modes évanescents dans ces deux expressions tend a
s’annuler. Dans ces conditions, nous pouvons vérifier que la densité de probabilité

U;(x)]? de trouver I'électron pour une énergie donné, est alors de type sinusoidale

dans la direction longitudinale du guide incident 1, et de type constant (car égale

a [b2]?) dans la direction longitudinale du guide en sortie 2. Dans notre étude, la

zone active )y comporte une grande partie des guides d’onde et nous pouvons alors

supposer, en premiére approximation, qu’aux limites du composant sur les frontiéres
des guides, la contribution des ondes évanescentes au calcul de la fonction d’onde
est négligeable.

Remarque: nous avons aussi vérifié a travers nos simulations sur le calcul des fonc-
tions d’onde et des courbes de transmission que cette hypothése s’avére correcte.
Ainsi, le choix du nombre d’onde évanescent maximum M*“? qui a été fixé a 6 dans
les simulations, s’avére étre une majoration supérieure (trés) suffisante.

Si 'on observe maintenant les courbes de transmission obtenues a travers la figure
4.10 pour le cas quantique, nous pouvons remarquer, par exemple, que pour I'énergie
E = -3.27%10 % eV, la réflexion dans le guide 1 est totale, tandis que pour 'éner-
gie E = —1.34 x 1072 eV, ¢’est la transmission dans le guide 2 qui est totale. Notons
que, quelle que soit la valeur de I'énergie, la somme du coefficient de réflexion et de
transmission est bien égale a 1 en accord avec le résultat (2.66) de la proposition
2.3. Nous avons donc choisi de représenter les densités de probabilité électronique
(module de la fonction d’onde au carré) relatives a ces deux énergies particuliéres,
ainsi que pour une énergie intermédiaire, ne présentant ni réflexion totale, ni trans-
mission totale, prise par exemple pour E = —3.43 % 1072 eV. Pour un plus grand
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confort dans les observations, nous avons fait le choix de représenter uniquement
I'intégration sur I'axe des z de ces densités de probabilité, ce qui pourrait étre inter-
prété comme une projection sur le plan du gaz d’électrons. Ainsi, nous définissons

(4.87)

La représentation des isocourbes des fonctions Y (z, y) pour le cas d’une réflexion to-
tale, d'une transmission totale, et d’une situation intermédiaire, sont respectivement

Figure 4.11: Représentation
des isocourbes de la  fonc-
tion Y(z,y) pour une énergie

E=-327%10"3 eV
une réflexion totale pour une onde
incidente dans le guide 1 et dans le
mode 1. Dans ce cas, nous notons
que les des coefficients
de réflexion et de transmission
sont respectivement R! =0.98 et
1), =0.02.
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La réflexion totale de I'onde sur la figure 4.11 montre des oscillations importantes
(comportement sinusoidal) dans le guide incident et I’absence d’électrons dans le
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Figure 4.13: Représentation
des isocourbes de la  fonc-
tion Y(z,y) pour une énergie
E = —3.27% 1073 eV pour une onde
incidente dans le guide 1 et dans le
mode 1. Dans ce cas, nous notons
que les valeurs des coefficients
de réflexion et de transmission
sont respectivement R{ = 0.49 et
TL,, =051
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guide en sortie. Par ailleurs, nous pouvons vérifier que dans le cas d'une réflexion
totale, le carré de la fonction d’onde dans le guide 1 donné a 'aide de 'expression
(2.51) peut s’annuler (puisque |b{|*> = 1 et que nous ne tenons pas compte des termes
évanescents). Comme l'indique la figure, le comportement sinusoidal de I’'onde passe
bien par une valeur nulle. Inversement, sur la figure 4.12 on constate qu’il n’existe
pas de comportement sinusoidal dans le guide d’injection (il n’existe qu’une trés
faible réflexion), I'onde est donc totalement transmise. On retrouve a travers la fi-
gure 4.13, le comportement sinusoidal et constant de I'onde respectivement dans le
guide incident et le guide en sortie. Notons toutefois dans ce cas un comportement
sinusoidal qui ne passe plus par la valeur nulle puisque la réflexion n’est plus totale.

Le modéle de quasi-équilibre sur les bords : la figure 4.14 représente les iso-
courbes de la densité électronique sur une coupe en z = 0 (au bord du composant
dans le guide d’onde) a la fois pour le modéle quantique 3D (trace de la densité sur la
frontiére déja effectuée sur la figure 4.14), et pour le modéle de quasi-équilibre sur les
bords décrit dans I'annexe A. Rappelons qu’a travers le modéle de quasi-équilibre,
nous faisons I’hypothése que les guides d’onde peuvent s’interpréter comme des fils
quantiques infiniment longs. Dans le cas du modéle quantique 3D, nous faisons 1’hy-
pothése que I'influence des effets quantiques qui sont prépondérants au milieu de la
zone active (dans la cavité), devient négligeable quand on s’éloigne a l'intérieur des
guides (la zone active )y comporte une grande partie des guides d’onde). Pour ce
dernier cas, nous utilisons donc des conditions de Neumann homogeénes nulles pour
le potentiel électrostatique sur les frontiéres des guides d’onde aux limites du com-
posant (invariance par translation du potentiel dans la direction longitudinale du
guide). Ce choix sur les conditions aux bords assure au modeéle 3D une plus grande
stabilité numérique que le choix de conditions aux bords de Dirichlet qui seraient
obtenues a l'aide du modéle de quasi-équilibre. Nous observons sur la figure 4.14
que pour les deux modeéles, les résultats montrent un confinement transverse dans
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Figure 4.14: Représentation des isocourbes de la densité dans le plan z = 0 pour le modele de
quasi-équilibre (& gauche) et pour le modéle quantique.

le guide légérement supérieur dans le cas du modéle de quasi-équilibre. Le choix
des conditions aux bords de Neumann homogénes nulles dans le cas du modéle 3D
apparait alors raisonnable.

Remarque: un bon compromis dans le choix des conditions aux bords serait de
dériver des conditions de type Robin sur les frontiéres I'; des guides. Le modeéle
3D pourrait alors bénéficier (via un paramétre d’entrée) de la stabilité numérique
des conditions de Neumann et de I’exactitude des conditions de Dirichlet issues du
modéle de quasi-équilibre sur les bords.

Comparaison des modéles quantique 3D et quasi-3D a 1’équilibre

Les résultats du calcul de la densité électronique et de la densité surfacique obtenus a
I’aide du modéle quantique quasi-3D a 1’équilibre, sont présentés sur la figure 4.15.
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Figure 4.15: Profil de densité dans le stub dans le cas du modeéle quantique quasi-3D a I’équilibre
(a gauche), et représentation de la densité surfacique pour le modeéle quantique quasi-3D.
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En comparant les résultats présentés sur les figures 4.6 et 4.9 avec ceux de la figure 4.15,
nous pouvons constater que les résultats obtenus sur la densité a I’équilibre dans le cas
du modéle quantique 3D et dans le cas du modéle quantique quasi-3D sont quasiment
identiques. Nous pouvons illustrer notre remarque en choisissant de tracer sur la figure
4.16, les isocourbes sur la densité aux limites des guides d’onde sur une coupe en z = 0.
Les résultats alors obtenus sont extrémement proches et en particulier dans les zones ou
la densité électrons est la plus élevée.
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Figure 4.16: Représentation des isocourbes de la densité dans le plan z = 0 pour le modéle
quantique quasi-3D (a gauche) et pour le modéle quantique 3D.

La figure 4.17 représente a la fois pour les deux modéles quantique 3D et quasi-3D, les
coefficients de transmission relatifs & une onde injectée dans le guide 1 (par exemple) et
transmise dans le guide 2 dans une situation monomode, en fonction de I’énergie. Nous
constatons alors que les courbes de transmission pour les deux modéles sont identiques et
par conséquent, les potentiels électrostatiques obtenus a travers les deux modéles sont les
meémes.

En résumé, les résultats numériques sur la densité et le potentiel obtenus pour les deux
modéles montrent des différences négligeables ou nulles (rappelons qu'il existe un résultat
mathématique d’existence pour le cas du modéle 3D). Les temps de calcul des simulations
numeériques effectuées sur un Compaq bi-processeur (DS20E) sont présentés sur le tableau
suivant (4.5).

Modéle 3D | Modéle quasi-3D
Durée de la procédure du calcul de la densité 4h 1mn
Nombre d’itérations avant convergence ~ 19 ~ 19
Durée totale de la simulation ~ 3 jours 20mn

Tableau 4.5: Reécapitulatif des temps de calcul du code NESSIE pour les modéles quantiques
dans le cas du stub électronique.
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Figure 4.17: Résultats des coeffi-
cients de transmission d’une onde in-
jectée dans le guide 1 (et mode 1) et
est transmise dans le guide 2 (et le
mode 1) pour les deux modéles quan-
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Du fait du grand nombre de systémes linéaires a résoudre pour obtenir les fonctions
d’onde tridimensionnelles et cela a chacune des itérations sur le potentiel, les temps de
bl
calcul des simulations numériques apparaissent nettement supérieurs dans le cas du mo-
déle quantique 3D. Par ailleurs, le modeéle 3D nécessite de grandes quantités de mémoire
pour pouvoir fonctionner (et cela méme en utilisant un stockage de type CSR pour les
matrices). 1l semble difficile, méme en utilisant une machine de calcul & multi-processeurs,
d’obtenir des caractéristiques courant-tension dans des temps raisonnables a 'aide du
modéle 3D.

Remarque: le modéle hybride.

Contrairement au cas du modéle semi-classique 3D, le modéle hybride prend en compte
le confinement verticale des électrons. Nous pouvons alors vérifier que contrairement aux
résultats sur la densité surfacique associés au modéle semi-classique présentés sur la figure
4.9, les ordres de grandeur des résultats sur la densité surfacique de la figure 4.18 obtenus
avec le modéle hybride, par rapport a ceux obtenus avec le modéle quantique aussi sur la
figure 4.9 (ou la figure 4.15), sont nettement supérieurs.

Le modeéle hybride semble par conséquent étre une meilleure approximation du modéle
quantique que le modéle semi-classique. Ceci peut aussi étre mis en évidence en comparant
les coefficients de transmission qui on été obtenus a I'aide du modéle quantique et semi-
classique sur la figure 4.10, et ceux qui ont été reproduits avec les résultats du modéle
hybride sur la figure 4.19.
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Figure 4.18: Représentation de la
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Figure 4.19: Résultats des coeffi-
cients de transmission d’une onde in-
jectée dans le guide 1 (et mode 1) et
transmise dans le guide 2 (et le mode
1), pour les deux modeéles : hybride
et quantique.
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Compléments sur le modéle quantique quasi-3D

La construction du modéle quasi-3D nécessite différentes étapes de calcul qui ont été
décrites précédemment a 1’aide du tableau (3.1). Nous proposons maintenant de présenter
certains résultats relatifs au modeéle quasi-3D (toujours aprés avoir obtenu la convergence
numérique du systéme).

Figure 4.20: Profil du potentiel
vertical Uy et représentation de 1’al-
lure des deux premiéres fonctions
propres verticales. Chacune des fonc-
tions propres verticales a pour base
la valeur de l’énergie propre qui lui
est associée.

U, (ev)

50 75 100 125 150 175
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Le potentiel vertical U;(z), les deux premiéres fonctions propres ¢; et ¢, ainsi que
les niveaux d’énergie F,; et E,9, associés au confinement des électrons dans la direction
verticale z, sont présentés sur la figure 4.20. Rappelons que dans nos simulations seul le
premier niveau d’énergie vertical est occupé. Nous observons alors sur la figure 4.20, que
les électrons sont majoritairement confinés un peu en dessous de ’hétérojonction. La po-
sition z; du plan du gaz d’électrons est donnée a I'aide de la formule (3.13). Nous trouvons
alors z; ~ 140.84nm, c’est a dire qu’il se situe environs a 9.16nm de I’hétérojonction.

[’allure du potentiel électrostatique ﬁl(a:, y) associée au premier mode propre vertical
est donnée sur la figure 4.21. Nous pouvons alors observer que le potentiel ne posséde
plus des murs de potentiel droit comme cela peut étre le cas en surface du composant
(potentiel de grille), mais il redessine la géométrie des grilles en surface a I’aide d’une
courbe lisse (potentiels mous).

Finalement, nous représentons a travers la figure 4.22, la trace du potentiel ﬁl sur le
bord du guide 1 (coupe en z = 0), ainsi que les trois premiéres fonctions propres X,
(p = 1,2, 3) du guide associées aux énergies propres E;y] (p =1,2,3). Rappelons que dans

nos simulations, 'injection des ondes peut s’effectuer sur les deux modes transverses. La
figure 4.22 met clairement en évidence le confinement des électrons au centre du guide.
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Figure 4.21: Profil de potentiel 61
associé au premier mode vertical et
qui peut s’interpréter comme le po-
tentiel du plan du gaz d’électrons. Le
potentiel redessine la géométrie des
grilles en surface mais présente une
nature lisse.

Y (nm)

le-01

9e-02

7e-02

U, (eV)

4e-02

2e-02

-le-02
0

127

Figure 4.22: Profil du potentiel
Uy sur le bord du guide 1 (en
z = 0)et représentation de l'allure
des trois premiéres fonctions propres
transverses. Chacune des fonctions
propres transverses a pour base la va-
leur de I'énergie propre qui lui est as-
sociée.
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Caractéristiques courant-tension obtenues avec le modéle quantique quasi-3D

Dans nos simulations, le potentiel de polarisation v; associé au guide 1 est nul, et nous
faisons varier le potentiel de polarisation v, associé au guide 2. Nous privilégions ainsi la
circulation du courant du guide 1 au guide 2 comme cela avait été indiqué sur la figure
2.5. La figure 4.23, représente l'intensité I dans le guide 2 (I = —1;) en fonction du
potentiel de polarisation v, = v, — v;. En complément, nous avons aussi tracé sur cette
figure la caractéristique linéaire courant-tension qui dérive de la loi d’Ohm écrite en (2.87)
(a l'aide du calcul de la conductance) dans le cas ot la variation du potentiel v, est petite.
Nous pouvons alors constater un bon accord numeérique entre les deux résultats pour des
faibles valeurs du potentiel (courbes tangentes).
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Figure 4.23: Représentations des
caractéristiques courant-tension
pour le stub électronique obtenues
a l’aide du calcul de l'intensité dans
le guide 2, ainsi que de la carac-
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téristique courant-tension linéaire
déduite de la loi d’'Ohm pour des 2e=07
faibles valeurs de potentiel v,,.
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Remarque: dans le cas test que nous avons choisi, la caractéristique courant-tension ne
présente pas de forte non-linéarité (essentielle aux fonctions pour I’électronique). Nous
avons constaté en outre (résultats non présentés ici), que 'allure de ces caractéristiques
sera fortement liée & la géométrie du dispositif (controlée entre autres par le potentiel de
grille).
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4.3.2 Le coupleur quantique

Les différents paramétres qui caractérisent les dimensions du domaine €2y du coupleur
quantique, sont décrits sur la figure 4.24. Nous posons L, = 270nm et L, = 260nm.
Dans notre cas, nous posons W = 50nm, et une largeur identique pour les quatre guides
L; =50nm (j =1,...,4). Les dimensions de grilles sont définies par Lg, = Lg, = 50nm,
Lg, = Lg, = 110nm et Lg, = 60nm. Le domaine wy muni de sa triangulation 75, ainsi
que les domaines I'; et I'y (idem T'y et I'3) munis de leur “triangulation” Ty, et Tar,, sont
présentés sur la figure 4.25.

/LGl 2 ’/LG 4

e // // / 2 //
LG4 // ///
L, e ’/ ' ‘[‘/3 . ..
i - » ‘- -‘7 =Y Figure  4.24: Description  des
T |44 £ _ K |HGs longueurs caractéristiques du
Lo ;}1/ [ ){‘Z? domaine €)3. On note alors
_ _gh"_ que L, = (LG,1 + W + LGQ) et
Ly = (L(;,3 + LG4 + LG5 + Ly + L4).
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N
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Figure 4.25: Maillage du domaine @y (a gauche) et maillage du domaine [0, L,].

Nous notons que le nombre de noeuds sur le maillage 73, est N2, = 4996, et le nombre de
couches est N7, = 61. Par conséquent, avec (4.12) on obtient N3 o, = 304756. Le nombre
de points du domaine réduit que nous avons choisi vaut N3}’;Qo = 174860 (nous considérons
35 couches). En complément, notons que le nombre de noeuds sur v; (j = 1,...,4) est
identique et égal A N, =32 (j =1,...,4).
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Comparaison des modéles semi-classique et quantique quasi-3D a I’équilibre

Dans le cas ou le systéme se trouve a l’équilibre, on note que les potentiels de po-
larisation v; sont nuls. Par conséquent, le courant total dans chacun des guides est nul.
Nous pouvons aussi remarquer que les dimensions des matrices dans le cas du coupleur
quantique pour le modéle quantique 3D ont une taille nettement supérieure que dans le
cas du stub électronique. Dans cette section, nous n’effectuerons pas I'étude numeérique
de ce dernier modéle et conformément aux résultats de 1’étude sur le stub électronique,
nous supposerons que le modéle quasi-3D représente une bonne approximation du modéle
quantique 3D.

Commencons par effectuer une comparaison qualitative des résultats du calcul de la
densité électronique obtenus a 1'aide du modéle semi-classique (approximation Thomas-
Fermi) et du modéle quantique quasi-3D, et qui sont respectivement présentés sur les
figures 4.26 et 4.27.

Figure 4.26: Profil de densité dans € 1s0
le stub dans le cas du modéle 5140
semi-classique 3D & 1’équilibre. Nous

120
avons représenté les plans =z = 0, -
x = Ly/2, et © = L, ainsi que le
plan du gaz d’électrons. 550

500 250

150

00
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Par analogie avec les résultats obtenus sur le stub électronique, on note que les électrons
désertent les zones qui se situent sous les grilles en surface quel que soit le modéle uti-
lise. Nous observons aussi que le confinement vertical des électrons se situe en dessous
de I'hétérojonction dans le cas quantique. En complément, le gaz d’électrons présente un
étalement beaucoup moins important dans le modéle semi-classique, et la probabilité de
trouver un électron au dessus de I’hétérojonction avec ce modéle, est nulle. Dans le cas
quantique, des perturbations sur la densité apparaissent trés nettement dans la zone ac-
tive. Celles-ci sont dues aux effets quantiques (comme les phénomeénes d’interférence) qui
sont prépondérants a l'intérieur de cette zone. La différence du profil de la densité élec-
tronique pour les deux modéles dans le plan du gaz d’électrons peut étre mieux appréciée
a l'aide des résultats pour les deux modeéles sur les isocourbes de la densité électronique
présentées sur une coupe en z = L, /2 (au milieu du composant dans la zone active) sur la
figure 4.28, ainsi que sur les résultats sur les densités surfaciques présentées sur la figure
4.36.
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Figure 4.27: Profil de densité dans
le stub dans le cas du modeéle quan-
tique quasi-3D & 1’équilibre. Nous
avons représenté les plans z = 0,
x = Ly/2, et © = L, ainsi que le
plan du gaz d’électrons.
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Figure 4.28: Représentation des isocourbes de la densité dans le plan 2 = L, /2 pour le modele
semi-classique (a gauche) et pour le modéle quantique quasi-3D.
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150 150
100 100

0 X (nm) 0 X (nm)

Figure 4.29: Représentation de la densité surfacique pour le modeéle semi-classique (& gauche)
et pour le modéle quantique quasi-3D.

Au milieu du coupleur, nous observons alors sur la figure 4.28, que dans le cas semi-
classique, les électrons se retrouvent concentrés principalement dans les zones de croise-
ment des guides d’onde. Il n’en est pas de méme pour le cas quantique, ot nous observons
'apparition d’un phénoméne de confinement électronique (au milieu du coupleur), pré-
sentant huit régions bien marquées ou les électrons se retrouvent concentrés. L'influence
des phénomeénes quantiques sur le profil de la densité est clairement visible sur la figure
4.36. Par ailleurs, nous pouvons encore vérifier sur I’exemple du coupleur quantique que
I’approximation semi-classique donne des résultats qui tendent a surestimer les densités
de charge accumulées.

Nous proposons de réaliser une étude qualitative sur le potentiel & ’aide du calcul des

coefficients de transmission relatifs & une onde injectée dans le guide 1 (par exemple) et
transmise dans les autres guides, en fonction de I’énergie. Rappelons que pour réaliser
cette étude, nous nous placons dans le cas monomode de telle sorte que l'injection et la
transmission ne s’effectue uniquement que sur le premier mode transverse des guides. En
complément, nous allons inclure aussi dans nos résultats le cas du modéle hybride. Les
courbes de transmission sont données pour les trois modeles sur la figure 4.30 pour le
guide 2, et sur la figure 4.31 pour les guides 3 et 4.
Les résultats sur les courbes de transmission présentent de fortes non-linéarités pour tous
les modéles. Dés lors, nous obtenons les mémes types de résultats qu’avec 1’étude sim-
plifiée bidimensionnelle réalisée sur le coupleur quantique privée des réactions de charge
d’espace [96]. Dans notre cas, nous remarquons que les résultats obtenus sur les trois
modéles sont relativement différents. Par conséquent, la prise en compte des réactions de
charge d’espace a I'aide du modéle quantique est essentielle car elle va modifier le profil du
potentiel de maniére significative. Par ailleurs, le déplacement sur les énergies, qui peut
s’expliquer par la prise en compte du confinement vertical pour les électrons, est mieux
apprécié avec les résultats obtenus a ’aide du modéle hybride.

Si I'on observe maintenant les courbes de transmission obtenues a travers les figures
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Figure 4.30: Résultats des coeffi-
cients de transmission d'une onde in-
jectée dans le guide 1 (et le mode
1) et transmise dans le guide 2 (et
le mode 1), pour les trois modéles :
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Figure 4.31: Reésultats des coeffi-
cients de transmission d’une onde in-
jectée dans le guide 1 (et le mode 1)
et transmise dans les guides 3 et 4 (et
le mode 1), pour les trois modeles :
semi-classique, hybride et quantique
quasi-3D.
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4.30 et 4.31 pour le cas quantique quasi-3D, nous pouvons remarquer que pour 1’énergie
E = -3.6 %1072 eV, par exemple, la réflexion dans le guide 1 est totale (toutes les trans-
missions s’annulent), tandis que pour I'énergie £ = —0.91 % 1073 eV, ¢’est la transmission
dans le guide 3 qui est privilégiée (trés élevée). Nous avons choisi de représenter les iso-
courbes des fonctions Y (z, y) (définies en (4.87)) relatives a ces deux énergies particuliéres
qui sont respectivement données sur les figures 4.32 et 4.33.
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Quelle que soit la valeur de I’énergie, la somme du coefficient de réflexion et de transmission
est bien égale a 1 en accord avec le résultat (2.66) de la proposition 2.3. La réflexion totale
de l'onde sur la figure 4.32 montre des oscillations (comportement sinusoidal qui passe
par la valeur nulle) dans le guide incident et I’absence d’électrons dans les guides en
sortie. Inversement, sur la figure 4.33, on constate qu’il n’existe pas de comportement
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sinusoidal dans le guide d’injection (il n’existe qu’une trés faible réflexion), I'onde est
donc totalement transmise dans les guides en sortie. Sur ce dernier exemple, le guide en
sortie 3 est alors privilégié et I'on note un petit effet “backward” pour la sortie 4.

Compléments sur le modéle quantique quasi-3D

La construction du modéle quasi-3D nécessite différentes étapes de calcul décrites
précédemment dans le tableau (3.1). Nous proposons maintenant de présenter certains
résultats relatifs au modéle de quasi-3D (toujours aprés avoir obtenu la convergence nu-
meérique du systéme).

Le potentiel vertical Uj(z), les deux premiéres fonctions propres ¢; et ¢o, ainsi que
les niveaux d’énergie F,; et F,4, associés au confinement des électrons dans la direction
verticale z, sont présentés sur la figure 4.34.
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Rappelons que dans nos simulations, seul le premier niveau d’énergie vertical est occupé.
Nous observons alors sur la figure 4.34, que les électrons sont majoritairement confinés un
peu en dessous de I'hétérojonction. La position z; du plan du gaz d’électrons est donnée
a l'aide de la formule (3.13), nous trouvons alors z; ~ 139.64nm, c’est a dire qu’il se situe
environ a 10.36nm de I'hétérojonction. Dans le cas du coupleur quantique, le plan du gaz
d’électrons se trouve donc & une distance de I'hétérojonction un peu supérieure a la dis-
tance trouvée lors de 1’étude sur le stub électronique. Nous pouvons aussi remarquer, par
ailleurs, a travers les figures 4.20 et 4.34, que le gaz d’électrons semble s’étaler davantage
dans le cas du coupleur quantique (sans doute parce que les dimensions de la zone active
ou circulent les électrons sont plus importantes dans le cas du coupleur quantique).

[’allure du potentiel électrostatique ﬁl(x, y) associée au premier mode propre vertical
est donné sur la figure 4.35. Nous pouvons alors observer que le potentiel ne posséde plus
des murs de potentiel droit comme cela peut étre le cas en surface du composant (poten-
tiel de grille), mais il redessine la géométrie des grilles en surface a ’aide d’une courbe lisse.
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Figure 4.35: Profil de potentiel U,
associé au premier mode vertical et
qui peut s’interpréter comme le po-
tentiel du plan du gaz d’électrons. Le
potentiel redessine la géométrie des
grilles en surface mais présente une
nature lisse (potentiels mous).
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Finalement, nous représentons a travers la figure 4.36, la trace du potentiel (71 sur le
bord du guide 1 (coupe en z = 0) et sur le bord du guide 4 (coupe en x = 0), ainsi que
les deux premiéres fonctions propres 5511)7] et 55;1)7] (p =1,2) des guides 1 et 4, associées aux

énergies propres E;’l et E;‘J (p = 1,2). Dans nos simulations, I'injection des ondes peut
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Figure 4.36: Profil du potentiel U sur le bord du guide 1 (a gauche) et sur le bord du guide
4. Les trois premiéres fonctions propres transverses sont aussi représentées ainsi que la valeur de
I’énergie propre qui leur est associée (valeur a la base de la fonction).

s’effectuer sur les deux modes transverses. La figure 4.36 met clairement en évidence le
confinement des électrons au centre du guide.

Caractéristiques courant-tension obtenues avec le modéle quantique quasi-3D

Dans nos simulations, le potentiel de polarisation v; associé au guide 1 est nul, et nous
avons choisi de faire varier de maniére identique les potentiels de polarisation vy, v3 et vy
associés respectivement au guide 2, 3 et 4. Nous privilégions ainsi la circulation du courant
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du guide 1 au guide 2, 3 et 4. La figure 4.37 représente les intensités Iy, I3 et I, dans
les guides 2, 3 et 4 en fonction du potentiel de polarisation v, = v; — vy (Vj(j # 1)). En
complément, nous avons aussi tracé sur cette figure les caractéristiques linéaires courant-
tension qui dérivent de la loi d’Ohm écrite en (2.87) (& I’aide du calcul de la conductance)
dans le cas ot la variation du potentiel v, est petite. Nous constatons alors un bon accord
numérique pour des faibles valeurs du potentiel (courbes tangentes).
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Remarque: dans le but de privilégier I'injection dans tel ou tel guide, nous pourrions, par
exemple, faire varier indépendamment les potentiels des différents guides. La géométrie du
systéme étant controlée par le potentiel de grille, la variation de celui-ci pourrait mettre
en évidence des caractéristiques courant-tension présentant des fortes non-linéarités.
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5.1 Position du probléme

Le domaine bidimensionnel restreint €2 du transistor sur lequel nous allons effectuer
I’étude du transport quantique, est défini a travers la figure 5.1. Dans le cas du probléme

0

: Yy
Source Grille Drain z
iy ﬁ : ry

Fl FQ

I'p

Figure 5.1: Restriction de la zone d’étude Q du transistor MOSFET (a gauche), et présentation
des frontiéres associées I'y, 'y, I'g et I't.

modéle, le domaine €2 était constitué des guides d’ondes et de la zone active. Dans notre
étude bidimensionnelle, nous allons supposer que le transistor se trouve dans un état de
quasi-équilibre aux bords x = —I, et x = +[, du domaine 2. Nous supposerons alors
que le systéme est équivalent a un dispositif possédant deux guides électroniques lesquels
sont localisés sur les frontiéres I'; et I's. Par suite nous choisirons d’étendre la zone active
bidimensionnelle €2y jusqu’aux limites de la géométrie d’étude 2. Nous noterons alors

Q :] - lTal’I‘[X] - lz;Lz[a (5'1)

ou [, représente l'épaisseur de I’Oxyde, et L, I'étendu du substrat de Silicium que nous
considérons (conditions de neutralité électrique).

Remarque: I'épaisseur [, de la couche SiO, sera choisie trés petite. Elle doit cependant
étre supérieure a une certaine limite. En effet, le courant qui circule entre le Silicium et
la grille, induit par effet tunnel des électrons doit étre négligeable [101].

NOllS noterons encore
690 - F] U FQ U FB U FT, (52)

ou I'y et I'y représentent les bords respectifs en x = —I, et v = +1,, et ou I'g et '
représentent la base ( B : Bottom) et la grille en surface (T : Top) du composant (relatif
au domaine Q).

Dans notre étude, nous considérerons un transistor MOSFET a canal N ou le courant
provient du déplacement d’électrons. Nous supposons que 'injection des électrons (ondes
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incidentes) s’effectue directement dans les guides et que les tensions de polarisation aux
limites guides d’onde-zone active peuvent étre calculés a partir des tensions de polarisation
de la source et du drain a I'aide d’une équation de quasi-neutralité. En effet, il existe dans
les réservoirs d’électrons, c’est a dire dans la source et le drain, des zones dites de quasi-
neutralité (cette approche ne tient pas compte des électrons de conduction) ou le nombre
d’électrons et d’ions négatifs est égal au nombre de trous et d’ions positifs (voir figure
5.2). On obtient alors

n—p+ N — Ny =0, (5.3)

Source — —
: I

Figure 5.2: Zone de quasi-
neutralité dans la source (méme
profil dans le drain).

_lm

zone de quasi-neutralité

Directement aux points de contacts ohmiques de la source et du drain, ou le dopage est
strictement positif et égal a n%’, nous obtenons alors une équation de neutralité entre la

concentration des donneurs et la densité d’électrons

nh = nlo ) §=1,2 (5.4)

Remarque: nous notons Vpg = vy — v la tension entre la source et le drain.

Toutes les hypothéses (2.1) énoncées au chapitre 2 dans le cadre du probléme modéle
restent valables concernant I'application aux “nano-MOSFETs”. Dans des dispositifs de
trés petite taille, le confinement des électrons dans le canal nécessite une description
quantique. Sur cette base, différents modéles “quasi-2D” qui considérent un transport
électronique semi-classique dans la direction longitudinale du canal, ont été élaborés par
exemple dans [116,117]. Cependant, pour une taille du canal suffisamment petite, le
transport des électrons dans la direction longitudinale du canal pourrait aussi dépendre
des phénomeénes quantiques tel que 'effet tunnel. Nous allons donc présenter un modéle
quantique bidimensionnel qui tient compte des réactions de charge d’espace des électrons
(et des trous).
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5.2 Description du transport quantique

Dans le but d’établir le modéle de transport pour les électrons et les trous sur le
domaine €2y, nous allons nous inspirer des résultats du probléme modéle pour un cas bi-
dimensionnel. Notons que, dans notre cas, le Silicium est un matériau semi-conducteur
non-isotrope. Dans cette section, nous établirons dans un premier temps le modéle de
transport des électrons, puis des trous, avant de présenter une synthése sur les systémes
non-linéaires couplés, et sur les propriétés du courant électronique. Finalement, nous pré-
senterons la discrétisation des équations nécessaires a la résolution du probléme.

5.2.1 Le modéle de transport des électrons

Les n électrons dans I'unité de volume de ce monocristal sont répartis en six groupes
identiques de population n/6. En effet, dans I’espace des vecteurs d’onde, les électrons
qui possédent une énergie E(k) sont répartis sur six ellipsoides de révolution autour des
axes kg, ky, et k,. Ces ellipsoides sont déduites par des opérations de symétrie du cube
(voir figure 5.3).

Figure 5.3: Profil des surfaces 9
d’énergie constante dans le Si. Les

électrons sont répartis dans six ellip-

soides.

Le Silicium est un semi-conducteur & gap indirect. Il existe une anisotropie dans les
extremums de la bande de conduction qui conduit & définir pour les électrons une masse
effective longitudinale m; et une masse effective transverse m;. Les masses effectives
dépendent de la nature du semi-conducteur dans la direction z. Nous noterons m* la
masse effective des électrons dans I'oxyde SiO,. Adoptons la notation (mj,m;,m}) qui
définit les masses effectives dans les directions x, y, z. Nous obtenons alors trois types de
résonances dans le cas du Silicium (voir figure 5.3) :

1. une configuration (mj, m;, m;) qui définit une masse effective m; dans la direction
z (direction de quantification), et m; dans la direction de transport x.

2. une configuration (m;, m;, m;) qui définit une masse effective m; dans la direction
z (direction de quantification), et m; dans la direction de transport x.
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3. une configuration (mj,m;, m;) qui définit une masse effective m; dans la direction
z (direction de quantification), et m; dans la direction de transport z.

Le calcul de la densité électronique tient compte de la contribution des électrons pour les
six ellipsoides, elle peut alors étre décomposer comme

n = 2n.(my;, m;,m;) + 2n.(m;, m;, m;) + 2n.(my;, m;,m;),) (5.5)

*

out n.(my, my, m}) définit la densité électronique pour une seule ellipsoide a une configu-
ration des masses effectives (mj,m;, m}) dans les directions z,y, 2. Dans la direction y
perpendiculaire au transport, les propriétés physiques du transistor sont invariantes par
translation. De ce fait, nous considérons des fonctions d’onde planes dans la direction y
(deux sens de propagation pour le vecteur d’onde k). La fonction d’onde ¥(x) du pro-
bléme tridimensionnel (invariant dans la direction y) pour une énergie E donnée se note

alors
U (x) = ™y (x, 2), (5.6)

ou la fonction d’onde ¢ (x, z) est la fonction d’onde bidimensionnelle définie sur 2. Le
calcul de la densité électronique (via la résolution de W) peut étre abordé soit par des
considérations purement électrostatiques dans une approche semi-classique, soit de ma-
niére plus réaliste par une approche quantique.

L’approche semi-classique

Nous choisissons d’utiliser I’approximation de Thomas-Fermi afin de calculer la densité
n. dans le cas général des masses effective (m?, my, m?) dans les directions z,y, z. Dans
cette approche, les fonctions ¢ sont des ondes planes puisque 'énergie dépend du potentiel
local. D’aprés la définition (2.30) de la densité a I’équilibre (aucune tension de polarisation
entre les guides), nous obtenons

dk
e(mi,mi,m?) =2 E(k) — : 5.7
nmimymd) =2 [ fen(B00 — 1) 55 (5.7
avec dans notre cas
nk2 Pk h2k?
E=—2 " =+ U(x, 2). (5.8)
2my  2m;  2mj
Aprés calculs, on obtient
V2 (M
nlVin ) =% (5) Fun(800 Ua), (5.9

avec M* = (m;‘:ml’;m’z‘)% et ol F/9(ny) est I'intégrale de Fermi-Dirac déja définie en (3.59).
Dans le cas du silicium et d’aprés (5.5), on obtient

1
3

[V (2, 2)] = 6n.[V (z,2)]  avec M*:(mf(m;)Q)‘. (5.10)
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L’approche quantique

La fonction d’onde 9 (z, z) est solution de I’équation de Schrédinger stationnaire bi-
dimensionnelle dans 'approximation de la masse effective dans 3. Dans le cas général
des masses effectives (mj, my, m?) dans les directions w,y, z, I'équation (2.6) peut alors
s’écrire

( h? V]T/f” \VA U —(E thZ d Q
75( m,z(z) ZD(TaZ)) + (TaZ)ZD(T,Z) - ( - sz(z)>7,b(7',2) ans 05
P(x,2) =0, sur T'gUTDy, (5.11)

| Conditions aux bords d’ondes entrantes sur I'y et 'y,

avec M, , le tenseur de masse effective dans les direction (x,z) qui se note

]\A/fq:,z = ( 6”“3 Sn* ) si z > 0 (cas du Silicium) , (5.12)
ou

~ (1 0 .

M,.=m ( 01 > si z <0 (cas de I'Oxyde) . (5.13)

Notons encore U(z, z) I’énergie potentielle définie par
U(x,z) = —qV(x,z) + E.(2), (5.14)

ou E.(z) est I'énergie potentielle liée au bas des bandes de conduction des divers couches
semi-conductrices (E, est donc une fonction constante par morceaux sur z).

Les conditions aux bords de Dirichlet nulles sur 't et I'y traduisent le fait que la
probabilité de trouver un électron sur ces bords est nulle. En effet, I’épaisseur [, de I'Oxyde
est choisie suffisamment grande afin que l'effet tunnel entre la grille et le Silicium soit
négligeable. Il nous reste donc a déterminer les conditions aux bords entrantes sur les
[';. Le potentiel électrostatique V; étant supposé connu et transverse autour de I';, les
bords I'; peuvent par conséquent étre considérés comme des limites guides d’onde-zone
active. On se propose alors de reprendre une a une les démarches du probléme modéle.
Dans un premier temps, on note U; le potentiel dans le guide j, tel que U, (z) = U(—,, 2)
et Uy(z) = U(ly,2). L'équation de Schrodinger transverse exprimée sur les bords T,
(7 =1,2) se note alors

( h2d< 1 d
2 dz

i) ) H U EN) = Bl () dans ] L L,

) X (2)=0 sur z=—l, et z=1L,, (5.15)

L ‘
J o~ _
/ XX A2 = O
\ _

Iz



5.2 Description du transport quantique 145

ol x/ sont les vecteurs propres transverses a valeurs dans R associés aux valeurs propres
réelles transverses FJ . {x!, }men- forme une base orthonormée de L?(T;)). Une fonction
U qui satisfait (5.11) dans le guide j peut s’écrire

W, 2) =Y fal@)xdh(2). (5.16)

m=1

En insérant 'expression (5.16) de la fonction d’onde dans (5.11), on obtient alors les
fonctions d’onde longitudinales f7 . solutions de I'équation de Schrodinger suivante :

2 72

he d i (

R WAL ([ e e) 6

+2 e )y (./ L) i)

x € [—ly,+oo] si j=1,

avec
x € [+l oo si j=2,

ot fJ () est une fonction bornée. L’équation de la fonction d’onde f7 dans le guide j
(5.17) fait apparaitre des termes non-diagonaux pour m’' # m.

Hypothése 5.1 Dans notre étude nous prenons en compte uniquement les termes dia-
gonauz de I'équation (pour m' = m). Nous supposons alors que

[ med @ @) e << [ mi@hd e s (5.18)

L. L

et
L L
s my(2) j j mi(z), 2
— =X (2) X (2) dz <</ — X3, (2)|" dz. (5.18Db)
./l; my(z) J -1, my(z)
L’équation (5.17) peut maintenant s’écrire
h d? . : 7”72/{2]\/[*/ :
_ i (2) = £ (2) (B - 7“/_EJ> 5.19
S dr ) = Fa) (B = 5 = ). (5.19)
ot 'on note
L. .
M = [P e (5.20)
J-u,

et

= / ma(2) i (2)]? dz. (5.21)
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Par analogie avec I’équation (2.11) établie dans le cadre de la présentation de la méthode
QTBM pour le probléme modéle du chapitre 2, nous trouvons les conditions entrantes
aux bords I'; pour I'équation de Schrodinger (5.19), indépendantes des coefficients des
amplitudes des ondes réfléchies et transmises dans les guides

M (E) oo
Ot = D ik (E) (=20, + Uh)x0(2) = D K (E)Uhx(2), (5.22)
' m=1 m=MJ(E)+

avec :
— kJ (E), le nombre d’onde (suivant x)

. IM* h2k) M 1\’
ky = ki (E) = ( e T v _gil) . (5.23)
— MJ(E), le nombre de modes propagatifs
, thQM;/ .

— a/, Pamplitude de I'onde incidente du guide j pour le mode m.
— 9, le coefficient défini par

Ul = W dz. (5.25)
Nous sommes donc en mesure de résoudre l’equatlon de Schrodinger (5.11) dans €y muni
des conditions (5.22) a 'aide de la formulation variationnelle du probléme et ce quel que
soit la configuration de masse effective (m;,m;, m}) (Rappelons que nous avons démontré
'existence et I'unicité des solutions dans le cas du probléme modéle).

Nous allons maintenant établir I’expression de la densité électronique n.(m?, my, m¥)
dans le cas général d’une configuration de masse effective (m;, m;,m}) dans les directions
z,y, z. Notons 1, me k.. 12 fonction d’onde solution du probléme (5.11) pour une onde
injectée dans le guide jg, le mode transverse myq et associée a une impulsion k, (k, > 0
car un seul sens d’injection), telle que

al. = 6} ioOmmo- (5.26)

m
La relation de dispersion se note alors
21.2 *
h*k, M; o B2k?
2M* 2M*

E(j[]a my, k:l:a k’g) - E7]720 + (527)

Alors la densité électronique est donnée par un mélange statistique d’états e™*v¥1)(z, 2)
reliés a la distribution de Fermi-Dirac associée au guide j (dans notre cas, la source, si
j =1, ou le drain, si j = 2)

) o) N £ E =

Jo=1 mg
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Nous obtenons encore apres calculs

V2 e K22
ZZ( th* ) /0 Wi mo k| G(ﬁ(u_m — Bl — 2M>) dk,, (5.29)

Jjo=1 mo

ot G(ny) est une intégrale déja définie en (A.8).

En résumé, afin de déterminer la densité électronique, nous serons amenés a résoudre
trois types d’équations de Schrodinger relatives aux six ellipsoides d”énergie E' donnée.
Nous pouvons alors définir les fonctions d’ondes; solutions de (5.11), par :

Y!(z, z) associé a une configuration (m}, m;, m;).
Y!(z, z) associé a une configuration (m}, m;, m;).

— " (x, z) associé a une ('onﬁguration (my,mF,my).

Dans le cas de I'Oxyde (2 < 0), m}, m; et m} sont égaux a m*. La densité électronique
s’obtient a partir de (5.5) et se note

n[VI(x, 2) = 2ne(my, my, mp) + 2ne(mg, my, my) + 2ne(myi, my, my). (5.30)

5.2.2 Le modéle de transport des trous

Les trous sont concentrés dans la bande de valence, il existe un seul minima équivalent
mais deux types de trous

— des trous lourds possédant une masse effective mj,

— des trous légers possédant une masse effective mj,
Pour un systéme se trouvant a 1’équilibre, nous pouvons utiliser un modéle semi-classique
via 'approximation de Thomas-Fermi a I'aide de la définition (2.32). Nous obtenons alors
la densité des trous par analogie avec le calcul de la densité des électrons dans le cas
semi-classique de la section précédente
Vi) = %2 (5 ) P (B02) - ) - ), (531)

avec

i = (i +min?) (5.32)

et ot A(z) définit le gap d’énergie entre la bande de conduction et la bande de valence
des matériaux semi-conducteurs. Rappelons que les trous qui apparaissent dans le nano-
MOSFET se situent majoritairement dans les zones ou le dopage est négatif. Dans ces
régions, on pourra noter que les variations du potentiel sont petites si on les compare avec
la longueur d’onde des trous. Par conséquent, nous n’allons pas développer un modéle
de transport quantique pour un systéme hors-équilibre (tension de polarisation dans les
ports). Et nous choisissons alors d’exprimer le transport des trous a I'aide d’'un modéle
de type dérive-diffusion.
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Dans un systéme hors-équilibre, nous utilisons aussi I’approximation de Thomas-Fermi
(5.31) pour laquelle nous considérons un potentiel chimique g non plus constant mais
dépendant de z et z. Ce potentiel chimique u(x, 2) est alors solution de ’équation de type
dérive-diffusion

V(Vppv,u(.’l?, z)) —0, (5.33)

avec p[V (x, z), u(z, z)] la densité de trous et v, la mobilité des trous (traditionnellement
notée p,). La mobilité des trous peut étre considérée comme constante en premiére ap-
proximation. Nous pouvons aussi la faire dépendre du potentiel électrostatique comme
cela a été décrit par exemple dans [22]. Les conditions aux bords du domaine € que nous
choisissons d’utiliser sont, définies par

(Vun) =0 sur I'ret g,
p(x)=p  sur Ty, (5.34)
p(x) =pe  sur Ty.

5.2.3 Conditions aux bords sur le potentiel

De maniére similaire au cas du probléme modéle, la densité de charge d’espace p s’écrit
sur )y en tenant compte du déséquilibre local existant, d’une part entre les donneurs
ionisés N}, et la densité électronique libre n, et d’autre part entre les accepteurs ionisés
N, et les trous libres p. On obtient alors

p(z,2) = q(N}(z,2) — N, (x,2) — n(z,2) + p(z, 2)). (5.35)

Le potentiel électrostatique V' présent dans le dispositif est alors solution de I’équation de
Poisson

plz, )
€0

—V(er(z)VV(m,z)> = dans §p, (5.36)
ou €,(z) représente la constante diélectrique relative des couches semi-conductrices SiOq
et Si dans la direction z. Dans notre cas, les conditions aux bords pour le potentiel élec-
trostatique sur les bords 0€2y que nous utilisons sont :

des conditions de Neumann homogénes nulles sur la limite du substrat en I'g,
(z = L,). En effet, loin a I'intérieur du substrat (c.a.d. pour L, suffisamment grand),
nous supposons des conditions de neutralité électrique.

des conditions de Dirichlet homogeénes sur la surface du composant en I'y (z = L,).
Nous notons Vi le potentiel appliqué sur la grille en surface sur I'r

— des conditions aux bords de Dirichlet, notées V; sur I'; (j = 1,2), qui dérivent de
I’hypothése de quasi-équilibre sur ces bords et qui sont explicitées dans I’annexe B.
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Remarque: contrairement a I’étude sur les dispositifs AlGaAs/GaAs, dans la zone
active €}y dans le cas des nano-MOSFETSs, seules des petites parties autour de I’
et ['y sont assimilables a des guides d’onde. En d’autres termes, dans notre modéle,
nous supposons que le potentiel est transverse presque uniquement sur ces frontiéres.
Le choix des conditions aux bords de Neumann sur les guides semble bien approprié
pour I'étude de dispositifs présentant des guides d’onde suffisamment longs. Ce n’est
pas le cas dans notre modéle, et ce choix laisse place au choix de conditions aux
bords de Dirichlet plus adéquat pour définir une condition de quasi-équilibre (par
analogie avec la définition des conditions de quasi-équilibre sur les bords des compo-
sants AlGaAs/GaAs dans le cas du modéle quantique 3D présentées dans I’annexe

A).

En résumé, les conditions aux bords du potentiel électrostatique sont définies par

V(z,2) =Vg sur D't (z=—1,),
(VVn)=0 sur 'y, (z=1,) (5.37)

Viz,z) =V, sur T (z=—l,,x=1,).

Remarque: par analogie avec les conditions aux bords pour le potentiel définies en (2.4)
dans le cadre du probléme modéle, nous pouvons constater que

FON = F]:; et FUD = FT.

En complément, les conditions de Neumann sur les bords I'; laissent place a des conditions
de Dirichlet.

Les calculs de la densité électronique et de la densité de trous dépendent du potentiel
électrostatique. Le calcul du potentiel électrostatique dépendant de la réaction de charge
d’espace des électrons et des trous, il nécessite donc une résolution auto-cohérente.

5.2.4 Récapitulatif

Dans le cas d’'un modéle semi-classique, la densité des électrons et celle des trous
respectivement donnée en (5.10) et (5.31), sont des fonctionnelles locales en z, z. Nous
avons détaillé dans le cadre du probléme modéle dans le chapitre 2 ’'étude de ce sys-
téme Thomas-Fermi/Poisson dont les résultats d’existence et d’unicité de la solution sont
assurés par le théoréme 2.2. Pour résoudre ce probléme, nous utilisons la méthode de
résolution numérique de Newton présentée dans ’annexe C.

Dans le cas d’'un modeéle quantique, la densité électronique établie en (5.29) et (5.30),
est une fonctionnelle non locale en z, z, l'existence de solutions du systéme Schrodin-
ger/Poisson est assurée a I'aide du théoréme 2.3. Dans le but de résoudre numériquement
ce systéme couplé, nous utilisons la méthode implicite des itérations de Gummel présentée
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dans I'annexe C.

Tous les résultats du chapitre 2 concernant le calcul des coefficients de transmission,
du courant, de l'intensité, et de la conductance, peuvent s’appliquer dans notre cas. La
fonction d’onde multidimensionnelle ¥ se note maintenant 1, et toutes les autres nota-
tions restent inchangées. Dans le calcul du courant, nous tiendrons aussi compte de la
contribution de toutes les fonctions d’onde relatives aux électrons qui se trouvent dans les
différentes ellipsoides.

Remarque:

la résolution du systéme non-linéaire Schrodinger /Poisson 1D établi dans I'annexe B
est relative aux conditions de quasi-équilibre sur les bords, pourra aussi s’effectuer a
I’aide de la méthode de calcul implicite des itérations de Gummel. Signalons toutefois
que I'utilisation d’'une méthode de Newton pour ce probléme spécifique a été décrite
dans [84].

dans les situations hors-équilibres, il est nécessaire de résoudre 1’équation non-
linéaire de dérive-diffusion pour les trous sur le potentiel chimique (5.33). Nous
allons utiliser la méthode de Newton non plus pour résoudre une équation du type
(C.1) comme cela a été précisé dans I'annexe C, mais pour résoudre 1’équation (& V'
fixé) suivante :

V() Vpux)) =0, (5.38)

ot G[u(x)] = vpp[p(x)] est une fonctionnelle de p locale en x. Posons
Flul = (Gl Vn). (5.39)

La dérivée de F par rapport a u et appliquée a p*, peut alors s’écrire
(va(u))u*(X) = *V(Q’[M}M*W) + VGV, (5.40)

ou 'on note G'(u), la dérivée de G(u) par rapport a u. Finalement, la méthode de
Newton consiste a construire une suite {u'}, telle que U'itéré g'™! est donné a I'aide
de I'expression (C.5) de Pannexe C. Ainsi, pour chacune des itérations 7 (u* est fixé),
nous devons résoudre le systéme suivant :

( V(G IV (%)) + (1 () (Vi () (%)) =

% V(g'[,ui(X)](V,ui(x))ui(x)> dans Q,  (5.41)

| avec les conditions aux bords (5.34) sur 9Qq pour p'*!(x).
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5.3 Etude numérique d’'un MOSFET a 25nm

5.3.1 Discrétisation des équations et mise en oeuvre numérique

Dans cette section, nous allons briévement présenter un inventaire des différents types
d’équations qui interviennent dans la résolution des systémes couplés. Ces équations sont
toutes du méme type que celles présentées précédemment dans I’étude des dispositifs Al-
GaAs/GaAs (mise a part I'équation de dérive-diffusion sur le potentiel chimique). Par
conséquent, nous ne présenterons pas dans cette section les formulations variationnelles
et les discrétisations de ces équations a l'aide de la méthode des éléments finis, celles-ci
ayant déja été détaillées dans le cadre numérique des dispositifs AlGaAs/GaAs du cha-
pitre 4.

Nous pouvons distinguer quatre types d’équations a résoudre :

Equations sur le potentiel 2D sur (), et 1D sur [,

Quelles que soient les méthodes de résolution numeérique des systémes couplés dé-
crites dans I'annexe C que nous choisissons d’utiliser, nous devons résoudre une
équation du type (4.1), d'une part, sur le domaine )y, avec les conditions aux bords
(5.37), et d’autre part, pour le modéle de quasi-équilibre, sur les frontiéres I'; et 'y,
avec les conditions aux bords décrites en (B.1).

Equation de Schrédinger 2D ouverte sur (),

Au cours des itérations Schrodinger/Poisson, nous devons résoudre une multitude
d’équations de Schrédinger 2D (5.11) muni de conditions aux bords entrantes (5.22)
en fonction de I'énergie et des différentes configurations pour les masses effectives.
Contrairement au cas du probléme modeéle, on note 'apparition d’'un tenseur de
masse effective qui décompose le laplacien.

Equation de Schrédinger 1D aux valeurs propres sur [';

Deux équations de Schrédinger 1D aux valeurs propres sur les bords I'; (j = 1,2),
du type (4.5) sur lesquelles la formulation variationnelle est donnée en (4.6) pour
un cas général.

Equation sur le potentiel chimique 2D sur ()

Nous effectuons la résolution de I’équation sur le potentiel chimique (5.41). La résolu-
tion de ce type d’équation n’a pas été traité dans le cadre du chapitre 4. Cependant,
comme l’étude numérique des résultats que nous allons présenter par la suite ne
concerne pas le systéme hors-équilibre, nous ne présenterons donc pas la formula-
tion variationnelle et la discrétisation de cette équation.

Les problémes sur € sont dés lors discrétisés a 'aide de la méthode des éléments
finis a4 l'aide d’une triangulation (I’élément de base est un triangle) 75, du domaine
bidimensionnel . Le nombre total de noeuds est noté N q,, et nous utilsons I'espace
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polynomiale Py (x, z). La discrétisation des problémes sur les bords I'; s’effectue sur un
maillage 1D 7;r, du domaine [—I,, L.]. Ce maillage représente la trace de Qo sur le guide
j (élément de base est un segment). Le nombre total de noeuds est noté Ny p,, et nous
utilisons I'espace polynomiale P;(z).

Remarque: si I'on rapproche les discrétisations établies dans le chapitre 4 a 'aide des
maillages T3, et Ti,,, respectivement avec les discrétisations qu’il nous faut établir sur
les maillages 75 o, et 7];]., alors les différents calculs sur les fonctions de base peuvent se
retrouver dans 'annexe D.

Remarque: le pas des maillages est lié a la longueur d’onde des électrons et se doit d’étre
“fin”, dans les zones ou circulent les électrons. Dans les zones du Silicium ou se situent
les électrons, la densité de dopage d’ions positifs peut étre trés importante et notamment
aux environs des bords I'y et I'y. Dans ces conditions, dans ces régions, le pas de maillage
doit étre inférieur a la longueur de Debye Ap qui caractérise la portée de l'interaction
électrostatique :

eoer kT

+

2 _
anp

(5.42)

ol nj, représente la valeur maximale du dopage positif (proche de I'interface Oxyde/Silicium).

[La mise en oeuvre numérique est définie par les étapes suivantes :

1. Nous avons établi tout d’abord, les conditions de quasi-équilibre sur les bords par
une approche semi-classique puis quantique.

2. Nous effectuons ensuite (ou indépendamment si I’on utilise des conditions sur les
bords des guides de Neumann homogeénes), 'approche semi-classique 2D. Nous ob-
tenons alors un profil de potentiel dans le but d’initialiser 'approche quantique.

3. Calcul du modéle Schrédinger-Poisson a 1’équilibre.

4. Variation du potentiel de drain et calcul du modéle Schrédinger/Poisson hors équi-
libre.

Remarque: les potentiels chimiques p1 et s, sont solutions de I'équation (5.4) o nous
considérons une approche semi-classique pour le calcul de la densité électronique. Cette
équation sera résolue numériquement a ’aide d’'une méthode de Newton.

5.3.2 Commentaires sur les résultats préliminaires

Les résultats de calculs au modéle quantique Schrodinger /Poisson sont actuellement en
cours de test. Nous choisissons alors de présenter dans cette section, les tous premiers ré-
sultats que nous avons obtenus, notamment liés au calcul du systéme Schrédinger /Poisson
1D (conditions de quasi-équilibre) et aux résultats du profil de densité et du potentiel, &
I’aide de I'approche semi-classique.
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Pour réaliser les simulations numériques, nous choisissons les paramétres suivants :
— l, = 18.5nm, L, = 60nm, et [, = 1.5nm pour les dimensions de la zone active de la
figure 5.1,
— T = 300K pour la température,
Vi = 1V pour le potentiel de grille,
v1 = vy = OV pour les potentiels de polarisation (source et drain),
E. =3.15eV pour le gap d’énergie entre I’Oxyde et le Silicium,
- mj = 0.98m,, m; = 0.19m, pour les masses effectives des électrons dans le Silicium,
- myj, = 0.16m,, my;, = 0.49m, pour les masses effectives des trous dans le Silicium,
m* = 0.5m, pour la masse effective des électrons dans I'Oxyde [101],
€, = 11.9 pour le Silicium, et ¢, = 3.8 pour I'Oxyde,
A = 1.12 pour le Silicium, et A = 9.0 pour I’Oxyde.

Une partie du domaine €y muni de sa triangulation 75 o, est présentée sur la figure 5.4.

Figure 5.4: Maillage du domaine Qg pour = € [~1,,0] et z € [1,, L,/2].

Le nombre de noeuds du maillage T30, est Nagq, = 14300, et le nombre de noeuds des
maillages Tor;, j = 1,2, est identique et égal a Ny, = 130.

La configuration de dopage d’un composant possédant un canal d’une longueur de
25nm, est une donnée du probléme (fonction analytique) utilisée par la communauté
scientifique qui peut se trouver dans [64]| (voir Figure 5.5). Les valeurs maximales du
dopage positif et du dopage négatif en valeur absolue, sont respectivement égales a

nf,=2%10% et n, =2.5x%10%.
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Figure 5.5: Configuration de do-
page de la zone active en m 2 (don-
née du probléme). Nous observons
des zones de dopage positif ou se si-
tuent les électrons et des zones de
dopage négatif beaucoup moins im-
portantes oil se situent les trous.

Nous observons sur ces données que la densité de dopage positive est beaucoup plus im-
portante que la densité de dopage négative. On privilégie ainsi le transport des électrons
par rapport au transport des trous. Par ailleurs, nous pouvons remarquer que les zones
de dopage positif sont concentrées aux extrémités du composant, donnant ainsi naissance
a des réservoirs d’électrons. Le choix de la petite dimension [, de la zone active permet
de ne pas prendre en compte une partie trop importante de ces réservoirs d’électrons (qui
sont assimilés a des guides d’onde dans notre modéle). Tout en conservant la condition de
quasi-équilibre sur les bords, nous allons diminuer ainsi le cotit numérique des simulations.

Pour un systéme se trouvant a l’équilibre, nous pouvons dés lors effectuer le calcul
du potentiel (en utilisant des conditions de Neumann homogénes aux bords des guides)
a l'aide du modéle semi-classique. Le profil du potentiel est présenté sur la figure 5.6 et
les profils de la densité électronique ainsi que de la densité de trous sont présentés sur la
figure 5.7.

Figure 5.6: Profil du potentiel en
eV dans le MOSFET a I’'aide du mo-
deéle semi-classique. Nous observons
la formation du canal dans lequel
vont circuler les électrons.
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Figure 5.7: Profil de la densité électronique (& gauche) et de la densité de trous en m 3 dans le
MOSFET, a I’aide du modeéle semi-classique. A I'inverse des trous qui se situent dans le substrat
loin de la couche d’Oxyde, les électrons sont principalement concentrés sous la couche d’Oxyde.

En accord avec la configuration de dopage, on observe que la densité de trous est beau-
coup moins importante que la densité des électrons. Nous observons sur la figure 5.7,
la formation de (petits) réservoirs d’électrons sur les bords des composants, ainsi que le
pincement des électrons dans le canal.

Nous allons maintenant mettre en évidence I'importance des effets quantiques respon-
sables du confinement des électrons dans la direction z. Dans ce but, nous présentons les
résultats issus de la résolution du systéme Schrodinger/Poisson 1D dans la direction z et
a z fixé. Nous choisissons alors de comparer les résultats de la densité électronique et du
potentiel obtenus a travers les modéles semi-classique et quantique, sur les deux exemples
suivants : au bord du composant en x = —[, sur la figure 5.8 et au milieu du composant
(dans le canal) en x = 0 sur la figure 5.9.

3.5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Figure 5.8: Représentation du potentiel (a gauche) et de la densité électronique en z = —I,

(= I, puisque v; = v9) pour les deux modeéles : semi-classique et quantique.
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Figure 5.9: Représentation du potentiel (& gauche) et de la densité électronique en z = 0 pour
les deux modéles : semi-classique et quantique.

Dans les deux cas, nous pouvons constater qu’avec le modéle quantique, le potentiel pré-
sente une allure plus creusée a proximité de la couche d’Oxyde en z = 0. Il apparait
alors un phénoméne de confinement dans la direction z, lié 4 la mécanique quantique,
qui va modifier le profil de la densité électronique. En particulier, nous observons dans
le canal (voir Figure 5.9) que la densité électronique est plus étendue et moins localisée
avec le modéle quantique qu’avec le modéle semi-classique. Les résultats de la figure 5.8
confirment ’apparition d’un réservoir d’électrons sur les bords du composant. Nous ne
pouvons cependant pas réduire la dimension [, de la zone active, au risque de perdre la
condition de quasi-équilibre sur les bords. Ces derniers résultats obtenus sur le potentiel
avec le modéle de quasi-équilibre sur les bords, sont utiles a la résolution du systéme
Schrédinger /Poisson 2D. Ils peuvent en effet servir de conditions de Dirichlet aux bords
des guides pour le potentiel bidimensionnel.

Les fonctions propres x,, associées aux valeurs propres F,, sont représentées pour les

deux configurations de la masse effective m; et m;, au bord du composant en z = —1[, et
au milieu du composant (dans le canal) en x = 0, respectivement sur les figures 5.10 et
5.11.
Les résultats de la figure 5.11 au milieu du guide montrent une séparation en énergie des
états propres bien marquée. Inversement, nous constatons au bord du composant sur la
figure 5.10, que les états propres forment un quasi-continuum d’énergie dans le réservoir
(sauf pour le premier niveau d’énergie pour une configuration de masse effective longi-
tudinale m;). Le potentiel chimique p du systéme a ’équilibre est calculé en résolvant
'équation (5.4), ot nous trouvons g ~ 0.1103eV. Par conséquent, afin de déterminer les
conditions d’onde entrantes sur les bords dans la résolution de I’équation de Schrédinger
2D, nous devons tenir compte d’une grande quantité d’états propres (de l'ordre d’une
dizaine de modes propagatifs et d’'un grand nombre de modes évanescents).

Remarque: nous avions précisé au cours de I'étude sur les dispositifs AlGaAs/GaAs,
que la valeur maximale de 1'énergie d’intégration qui doit prendre en compte les effets
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Figure 5.10: Profil du potentiel U sur le bord du composant en z = —I, (= I, puisque v; = v9)

et représentation de I'allure des trois premiéres fonctions propres dans le cas d’une masse effective
transverse my (& gauche) et d'une masse effective longitudinale m;. Chacune des fonctions propres
a pour base la valeur de I’énergie propre qui lui est associée.
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Figure 5.11: Profil du potentiel U dans le canal en z = 0 et représentation de I'allure des trois
premiéres fonctions propres dans le cas d'une masse effective transverse m; (a gauche) et d’une
masse effective longitudinale m;". Chacune des fonctions propres a pour base la valeur de I’énergie
propre qui lui est associée.
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thermiques, était donnée par la formule (4.81). Contrairement & ces derniers dispositifs,
dans le transistor MOSFET, le nombre de modes propagatifs sur les bords est trés grand.
En complément, le nombre de modes évanescents se doit d’étre aussi trés grand, car, dans
ce cas, la zone active ne comporte qu'une trés petite partie des guides d’onde.

Le calcul de la densité électronique (5.30) nécéssite la résolution de trois types d’équations
de Schridinger associées aux fonctions d’onde ¢! (z, 2), Y!(x, 2), et " (x, 2). Dans notre
cas test, a chaque pas d’itération sur le potentiel, le nombre de systéme linéaire (de taille
N o, = 14300) qu’il nous faut résoudre en fonction de I'énergie est de 'ordre de ~ 1300. Le
coit numérique de la résolution du systéme Schrodinger/Poisson 2D du modéle quantique
est donc trés élevé. Les premiers résultats de calculs obtenus sur la densité électronique
sur la figure 5.12, nous permettent d’effectuer une comparaison qualitative du modéle
semi-classique (approximation Thomas-Fermi) et du modéle quantique complet.

X (hm) X (nm)

Figure 5.12: Représentation de la densité électronique dans le silicium en m = pour le modéle
semi-classique (& gauche) et pour le modéle quantique.

Dans I'approche semi-classique, la majeure partie des électrons se situe a proximité de la
couche d’Oxyde. Par ailleurs, celle-ci tend a surestimer les densités de charge accumulées.
La densité électronique s’avére étre plus étendue dans le canal avec ’approche quantique.

Le phénoméne de confinement transverse des électrons dans le canal y est nettement vi-
sible.

Remarque: afin d’assurer la stabilité numérique des simulations du modéle quantique,
nous avons choisi dans ce cas d’utiliser des conditions aux bords de Neumann homogénes
sur le potentiel sur les frontiéres avec les guides d’onde (réservoirs d’électrons).
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L’objectif principal de ce travail de thése concerne la modélisation et la simulation
numérique du transport quantique balistique dans des dispositifs multidimensionnels
a base de guides d’onde électronique ouverts. Ce modéle réaliste prend notamment en
considération I'existence de potentiels mous dans les structures et les réactions de charge
d’espace des électrons.

Dans le cas spécifique des dispositifs AlGaAs/GaAs, la modélisation mathématique
nous a permis de présenter un modéle de transport quasi-3D qui, d’'une part, réduit la
dimensionnalité physique du gaz d’électrons en prenant en compte le confinement bidi-
mensionnel des porteurs, et, d’autre part, présente des résultats identiques au modéle 3D
complet avec un cotlit numérique réduit (voir 'exemple du stub électronique ). Un code
de calculs 3D baptisé NESSIE mettant en oeuvre une panoplie importante de méthodes
numeériques a été développé. Précisons que la résolution des systémes Schrodinger /Poisson
a été réalisée a l'aide d’'une méthode de calcul implicite de Gummel. Le travail effectué
sur ces dispositifs & guides d’onde électronique prend en compte de maniére réaliste tous
les aspects du transport électronique quand celui-ci est limité a un régime balistique. Les
perspectives qui pourront nous permettre d’enrichir ce travail sont nombreuses :

— d’un point de vue numérique, il est possible de développer des méthodes de résolu-
tion rapide permettant de calculer le grand nombre d’équations de Schrédinger qui
interviennent a chaque pas d’itération sur le potentiel électrostatique. Ces méthodes
sont basées sur la décomposition spectrales de I’Hamiltonien.

— du point de vue de la physique, le code permet déja d’effectuer de nombreux tests
sur diverses structures complexes. En changeant les parameétres d’entrées du code,
nous pouvons, d'une part, étudier les divers phénomeénes physiques inhérents aux
dispositifs a guides d’onde électronique, et, d’autre part, mettre en avant de pos-
sibles applications électroniques futures. Précisons que nous avons aussi la possibilité
d’étudier I'influence d’un dopage non uniforme plus réaliste |[89|. La partie réelle des
valeurs propres issues de la décomposition spectrale de ’'Hamiltonien nous permet-
tra de localiser les états qui sont quasi-liés au systéme, et la partie imaginaire, de
vérifier leur capacité de résonance [42]. Tl est alors aussi possible d’étudier 1’éven-
tuelle apparition de phénoménes chaotiques dans les structures [86]. L’influence d’un
champ magnétique est aussi envisageable |60,87,110|. Par ailleurs, avec I’augmen-
tation de la température, la condition d’un régime balistique n’est plus satisfaite et
nous devons tenir compte de la perte de cohérence des ondes suite a des interactions
avec le réseau cristallin et/ou les impuretés. Signalons finalement que I'étude des
composants en régime dynamique peut aussi étre envisagée, certains travaux vont
dans cette direction, citons par exemple [2,13,105].

— du point de vue de la modélisation mathématique, nous pouvons rendre compte
des possibles phénoménes de collisions dans les structures en utilisant I’équation de
maitresse de Pauli présentée en [45,46]. D’une fagon générale, I'apport des mathé-
matiques appliquées dans le travail de modélisation des phénoménes physiques est
essentiel comme nous 1’avons constaté dans cette thése avec la dérivation du modéle
quasi-3D. Le travail théorique de 'existence et I'unicité des solutions de ce modéle,
est actuellement a I'étude |93].

Les simulations numériques montrent cependant que les écarts d’énergie entre les modes
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propagatifs sont insuffisants si 'on projette d’opérer & des températures au dessus de
celle de I’hélium liquide. Par conséquent, pour que ces types de dispositifs puissent pa-
lier a ces limitations et passer au stade des applications, il semble nécessaire d’explorer
d’autres voies de recherche technologique (par exemple la croissance sur marche...). Le
code de calcul général NESSIE pourra vraisemblablement, s’adapter de maniére efficace a
un grand nombre de structures 3D qui pourraient étre envisagé (pour le moment toujours
dans le cas d’un régime de transport balistique). A I’avenir, la miniaturisation des circuits
électroniques rendra incontournable 'utilisation de nouveaux composants quantiques, et
les principes de fonctionnement a interférences quantiques des dispositifs & guides d’onde
électronique présentent des attraits théoriques évidents.

Dans le cas des dispositifs “nano-MOSFETs”, notre étude n’en est qu’a ces débuts. Le
principal probléme provient cependant du traitement des conditions aux bords ouvertes.
Le modéle bidimensionnel que nous avons développé qui prend en compte 'anisotropie du
matériau, fait apparaitre une double configuration de modes propagatifs en nombre trés
élevé sur les bords. En effet, ceci est di au fait que nous avons assimilé des “petits” réser-
voirs a des guides d’onde électronique. Le coiit numérique de ce modéle quantique complet
s’avére donc trés élevé. Comme perspective, nous pouvons envisager de développer des
modeéles qui tiennent compte a la fois de la nature semi-classique des électrons aux ex-
trémités du composant, ainsi que leur nature quantique plus au centre avec le pincement
dans le canal. Ces modéles qui proposent d’introduire des limites classique-quantiques,
sont déja a I’étude dans le cas unidimensionnel avec collisions [8,41]. Les collisions avec
les impuretés peuvent aussi étre prises en compte.

Dans la course a la miniaturisation des composants électroniques, la simulation numé-
rique représente un atout considérable dans I’analyse et la prospection des applications.
Les disciplines théoriques étroitement liées de la physique, des mathématiques appliquées,
de la modélisation numérique, et de I’électronique, font de ’électronique quantique un do-
maine d’étude riche et varié.
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Annexe A

Les conditions de quasi-équilibre sur les
bords associées au modéle 3D pour les

dispositifs AlGaAs/GaAs

En faisant I'hypothese que les limites guides d’onde-zone active, notées I';, se trouvent
dans un état de quasi équilibre, nous supposons que tous les phénomeénes de conduction
liés aux électrons qui entrent ou qui sortent de I'; (rappelons que I'; se trouve dans le
guide d’onde j) ne représentent alors qu’une petite perturbation pour le réservoir d’élec-
trons associé au guide j. De plus, nous supposons que potentiel électrostatique le long
du guide j est invariant par translation autour de I';. Rappelons que si I'on applique
un potentiel négatif sur les grilles, le gaz d’électrons bidimensionnel déserte les zones se
trouvant sous ces grilles. Par conséquent, dans I'hypothése de quasi-équilibre, les bords
I'; peuvent s’interpréter comme les coupes transverses d'un fil quantique supposé infini,
lequel posséde une distribution d’énergie relative au réservoir d’électrons j.

Dans un premier temps, rappelons la définition (3.2)
[j = 7;x]0, Le[. (A1)

Notons ensuite 7; la coordonnée longitudinale du guide j, telle que sur le bord I'; on
obtient 1; = 0. Nous utilisons alors les coordonnées (§;, z) comme coordonnées locales du
domaine I';, telles que §; € v; et z €]0, L,[. Les domaines bidimensionnels I'; se situent
sur les faces du composant (c’est a dire sur les faces du domaine ). Notons 1 le bord
de I'; en surface du composant quand z = L,, on définit alors vy, et yp,, les parties de
71 respectivement avec ou sans grille. Soit encore g le bord de I'; quand z = 0, et yp les
bords latéraux des domaines I';. A titre d’exemple, dans les cas du stub et du coupleur
quantique, présentés sur les figures A.la et A.lc, les faces relatives au plan x = 0 et les
différentes frontieres des domaines I'; sont représentées respectivement sur les figures A.1b
et A.1d.

Nous allons maintenant déterminer le potentiel électrostatique sur chacun des systémes
purement bidimensionnels I';. Soit Vj, le potentiel électrostatique solution de I'équation
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Figure A.1: Représentation du stub et du coupleur quantique en (a) et (c), ainsi que leur face
relative au plan x = 0 respectivement en (b) et (d).
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de Poisson dans I'; suivante :

V(e (2)VV;(&.2)) = %( —n[Vil(&,2) + Nj(&,2)) dans T, (A.2)
oit N (&;,2) est la densité de dopage de la couche AlGaAs, et n[V;](&;, 2) la densité élec-
tronique. Les conditions aux bords pour le potentiel électrostatique V; peuvent s’expliciter
a partir des conditions aux bords pour le potentiel V sur le domaine €y définies en (3.26).
Dans le cas ot un potentiel négatif est appliqué sur les grilles, les électrons sont princi-
palement concentrés sous les zones privées de grilles en surface (voir Figure 3.4), et le
potentiel est supposé invariant par translation sur les frontiéres yg (zones de trés fort
potentiel). On obtient alors

Vi€, 2) = Vs sur- r,
Vi(§j,2) = Vs + Vo sur yrg, (A.3)
(VVjm;) =0 sur 7y et g,

avec n; normale extérieure au domaine I';.

Le potentiel électrostatique dépend de maniére auto-cohérente de la densité électro-
nique. Le calcul de la densité peut étre abordé soit par des considérations purement
électrostatiques a partir de 'approximation de Thomas-Fermi, soit par une approche plus
réaliste quantique a I'aide de I'’équation de Schrodinger. Le calcul de la densité électronique
suivant une approche semi-classique ayant été défini dans la présentation du modéle de
transport 3D en (3.58), nous proposons maintenant de développer I’approche quantique
Schrédinger /Poisson.

Comme indiqué sur 'exemple de la figure 3.4, les électrons sont concentrés dans un
puits a l'interface du AlGaAs et du GaAs. La fonction d’onde relative a un électron
d’énergie E dans T';, notée x?,, est donc solution de I'équation de Schrédinger 2D aux
valeurs propres suivantes :

( h? ) . o
o 2+ Afj,Z)dn (fj: Z) + Uj (fja Z)in (fj: Z) = Eanfn (fj: Z) dans Fj:
{ X (&,2) =0 sur T, (A.4)

/ XZnXZn' dF] - (sm,m’a
\ /I '

7

ou Uj(&,2) = —qV;(§.2) + Ec(z) (avec E, I'énergie potentielle liée au bas des bandes
de conduction des divers couches semi-conductrices) et ot {X’ }nen- forme une base or-
thonormée de LQ(F]-). On associe les fonctions propres X7 a valeurs dans R, aux valeurs
propres réelles F7 .
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Remarque: la résolution de I'équation (A.4) permet aussi d’obtenir la condition aux
bords du modéle de transport 3D sur 2.

Nous avons adopté une approche semi-classique pour le calcul de la fonction d’onde dans
la direction longitudinal du guide (7;). Nous obtenons alors une onde plane du type e’
(k = kJ) (avec conditions aux bords périodiques). L’énergie £ peut se décomposer comme

h*k?

o2m*

E(j,m, k) = EJ, + (A.5)

Remarque: toujours d’aprés I'hypothése de quasi équilibre, les guides j sont supposés
infiniment longs et font partie intégrante, dans notre modéle, des réservoirs d’électrons qui
leur sont associés. Par conséquent, nous tiendrons compte des deux sens de propagation
suivant 7; pour k (conditions aux bords périodiques).

Pour le calcul de la densité électronique dans le guide j, nous utilisons un mélange
statistique d’états (e’*7x7 ) reli¢ a la distribution de Fermi-Dirac qui est associée au guide j

; , dk
a6 =2 [ (6 fen(EGm R - ) 3 (A0)
On obtient encore aprés calculs
2 [om*\? 7. , ].
n[‘/}](fja Z) = ; W Z |X'm(€j7 Z)| G(B(MJ - EM))J (A7)
ot 'expression de G(ny) est donnée par
Glny) = / N ! d (A.8)
W)y T e np) '

Remarque:
les résultats de ce modéle écrit pour le fil quantique dans le cas d’une température
nulle avec les deux approches semi-classique et quantique, peuvent se trouver dans
[140].

— nous n’avons pas développé 'analyse mathématique du probléme couplé Schrédin-
ger/Poisson 2D fermé (ou I’équation de Schrédinger est une équation aux valeurs
propres). Remarquons simplement qu’il serait possible d’élargir pour le cas bidimen-
sionnel, les résultats d’existence et d’unicité des solutions dans le cas d’un systéme
Schrodinger /Poisson 1D fermé, qui ont été démontrés dans [84].



Annexe B

Les conditions de quasi-équilibre sur les

bords associées au modeéle quantique
pour les dispositifs “nano-MOSFETS”

Avec I’hypothése de quasi-équilibre sur les bords I'; (j = 1, 2), tous les phénomeénes de
conduction liés aux électrons (ou trous) qui entrent ou qui sortent de I'; ne représentent
alors qu’une petite perturbation pour le réservoir d’électrons associé au guide j (c.a.d. la
source ou le drain). Par conséquent, le potentiel électrostatique V; sur le bord I'; assez
loin de la zone dite active ou les interférences quantiques sont prépondérantes, peut étre
supposé constant et invariant par translation autour de I'; (nous supposons que cette zone
est réduite dans le cas du MOSFET étudié).

Le potentiel électrostatique V; est solution de I'équation de Poisson 1D dans I'; sui-
vante :

'%(qu)%v.j(z))—i( [Vil(z) + p[Vi](2) + Nf(2) = Ni(2) dans ] L, L,
¢ Vj(z):VG en Z:_lz;

\ div,(z) =0 en z=1,,
z
(B.1)

ou les conditions sur les bords sont déduites de (5.37).

Le potentiel électrostatique dépend de maniére auto-cohérente de la densité électro-
nique et de la densité de trous. Nous ne considérons pas les effets quantiques des trous
(supposés négligeables), et le calcul de la densité des trous peut étre abordé par une
approche semi-classique a partir de 'approximation de Thomas-Fermi. Le calcul de la
densité des électrons peut étre réalisé soit par cette méme approche semi-classique, soit
par une approche quantique plus réaliste a I'aide de I’équation de Schrédinger. Le calcul
de la densité des électrons et des trous suivant une approche semi-classique ayant été défini
dans le chapitre 5 en (5.10) et (5.31), nous proposons maintenant de rappeler I'approche
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quantique Schrédinger /Poisson pour les électrons qui a été développée dans [101].

Nous avons vu en (5.15) que les solutions des équations de Schrodinger 1D sur les
bords I';, sont les vecteurs propres X7 (2) associés aux valeurs propres EJ . Rappelons que
tous ces calculs sont effectués dans le cas général d'une configuration de masse effective
(mk, My, m *) dans les directions z,y, z. Nous avons adopté une approche semi-classique
pour le calcul de la fonction d’onde dans la direction z. Nous obtenons alors une onde
plane du type e+ solution de (5.19) muni de conditions aux bords périodiques. L’énergie
E peut se décomposer comme

7' th : thQ T/y
E(j,m, kg, k,) = E., 2M* + N (B.2)

Pour le calcul de la densité électronique n sur I';, nous utilisons un mélange statistique
d’états (e*=Zetkv¥xJ ) reliés a la distribution de Fermi-Dirac, laquelle est associée au guide
j. Nous obtenons

. : ] dk,dk
773,(2’) =2 E / ‘XZrL(Z)‘Q fFD(E(]a m, kaza ku) - Mj) (271—)2?/. (B3)
m " R?

Aprés calculs, on obtient encore

ni(z thBZ\/M* M)~ {1 exp (B~ BL) M) (B4

En fonction de la configuration des masses effectives considérées, nous avons utilisé les
notations pour les fonctions d’ondes x7, associées aux valeurs propres E? suivantes :
sl 7,1 : * * *
X7, et Ej pour une configuration (mj, mj, mj)
Xt et E2F pour une configuration (mj, m}, m}) ainsi que pour une configuration
% k k
(mg,my, my)
La densité électronique sur I'; peut encore s’écrire avec (5.5)

> w7 {14 exp (300, = B H

WIVIE) =

(B.5)

o5 2 ¢ ; ¢ = {1 (305 - Dt

Remarque: dans le cas de I'Oxyde (z < 0), mj, m; et mj sont égaux a m*, alors My,
My et M7, sont aussi égaux a m* et My, =1 Vk.

Remarque: rappelons que la densité de trous, calculés a partir d’un modéle semi-classique,
est une fonctionnelle locale en z. Pour I’analyse mathématique du probléme couplé Schro-
dinger/Poisson 1D fermé (ou l'équation de Schrodinger est une équation aux valeurs
propres), nous pouvons appliquer les résultats d’existence et d’unicité des solutions obte-
nus en [84].



Annexe C

Différentes méthodes de résolution
numeérique des systémes couplés

Dans un cadre général, nous rappelons le systéme non-linéaire couplé sur le potentiel
électrostatique V' établi en (2.33) et valable pour tous les modéles physiques dans g

V(6 x)VV(x) + Lo[V)x) = L(Nj(x) - Nj(x)) dans €,
0 €0 (C.1)

avec conditions aux bords (2.4) sur 9 pour V(x),

ou dans le cas du modéle semi-classique, G[V'] est une fonctionnelle densité de V' locale en
x, et dans le cas du modéle quantique, c¢’est une fonctionnelle densité de V' non locale en
x. Dans un premier temps, nous allons considérer deux méthodes standards de résolution
numérique des systémes non-linéaires que sont la méthode de relaxation et la méthode de
Newton. Nous présenterons ensuite un schéma de calcul implicite du potentiel & 1’aide des
itérations de Gummel.

Méthode de relaxation

La méthode de relaxation est une méthode de résolution itérative définie par

Vit (x) = Vi(x) + w(V*(X) _ Vi(x)) , w >0,
(C.2)
VOx) = Vini(x),

oil le potentiel V*, est défini & chaque pas d’itération ¢ (V' est connu), par

“V(e®)VV'(x) = —LG[Vi](x) + L(Nj;(x) — Ny (x)) dans
€0 €0 (C.3)
avec conditions aux bords (2.4) sur 9€)y pour V*(x).

171



172  Chapitre C. Différentes méthodes de résolution numérique des systémes couplés

Remarque:

le potentiel initial total V},; est connu.
la convergence de la méthode de relaxation dépend de la valeur du paramétre w qui
ne peut étre déterminé que d’'une maniére empire au vu des résultats de simulations
numeériques.

— cette méthode de relaxation souvent utilisée par les physiciens [133], s’est révélée peu
efficace dans notre étude de dispositifs multidimensionnels, au vu de la dépendance
fortement non-linéaire existant entre le potentiel et la densité.

Méthode de Newton

Nous utilisons la méthode de Newton dans le cas du modéle semi-classique Thomas-
Fermi/Poisson ot G est une fonctionnelle densité de V' locale en x, définie en (2.34), (2.35),
et (2.36). Posons

FIV] = -V(ex)VV) + LoV - L(N} — N;(x). (C.4)

€0 €0

La méthode de Newton consiste a construire une suite {V'}, telle que l'itéré V! est
calculé par

(DvFIV) IV (x) = Vi(x)] = ~F[V(x),

(C.5)
VO(x) = Vips(x).
La dérivée de F par rapport a V' et appliquée a V*, peut alors s’écrire
(DyF(V))V*(x) = V(e (x)VV*(x)) + L (G[V])V*(x), (C.6)

€o

ou I'on note G'(V'), la dérivée positive de G(V') par rapport a V. Cette dérivé peut s’écrire
gV =nV]-pV], (C.7)

avec n'[V] et p'[V] définis en (2.37) et (2.38). Ainsi, pour chacune des itérations i (V* est
fixé), nous avons a résoudre le systéme suivant :
([ V(6 (VY () + V] A VDV () =

€0

S (@ PV - alV] 4V + N () - Nix)) dans Q0 (C3)

€o

[ avec les conditions aux bords (2.4) sur 9§ pour V'*!(x).
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Méthode de calcul implicite : itérations de Gummel

La méthode des itérations de Gummel est souvent utilisée dans les modéles de Dérive-
Diffusion [61]. Nous proposons d’étendre l'utilisation de cette méthode dans le cas mul-
tidimensionnel Schrédinger/Poisson ou la fonctionnelle densité de V' non locale en x, est
définie en (2.28). Tout d’abord, rappelons que le schéma de calcul explicite de résolution
du potentiel électrostatique V' est obtenu a travers la méthode de relaxation (C.2) dans
le cas ou le paramétre w = 1. Nous avons appréhendé la forte non-linéaire du systéme
explicite au moyen d’'un schéma de calcul implicite linéaire. Le systéme couplé (C.1) peut
encore s’écrire

VeV () + L6160 (1- 7+ ) =

Voo + V) = a(N;(x) — N, (x)) dans

avec les conditions aux bords (2.4) sur 0€ pour V (x),

(C.9)
ol V¢ est un potentiel de référence. Un choix naturel pour V, s est
1
Vref = ﬁ (CIO)

A chaque pas d’itération i (V' fixé), nous choisissons d’impliciter le schéma d’itération
linéairement en V**! de telle maniére que Vx le terme en facteur de V! reste positif. En
effet, dans un cas général G[V] peut étre soit positive, soit négative (la densité de trous
est alors plus importante que la densité électronique). Nous écrivons alors ce schéma en
utilisant une valeur absolue sur les fonctionnelles G[V] qui sont en facteur du terme VT;}
On obtient

([ V(e )VV () + Vi LGV VI ) = 1, LG 0] V)

0 0

ref ref €

; L(=gIV](x) + Nf(x) = Ny (x)) dans O, (C11)

€o

| avec conditions aux bords (2.4) sur 9 pour Vit (x).

Remarque:
— le potentiel VY est initialement connu, tel que : V0 = Vj,;
— le terme valeur absolue en facteur de V*! assurera la coercivité de la forme bilinéaire
qui apparait dans la formulation variationnelle.






Annexe D

Compléments de calculs

| Domaine | Element de base |

Fonction de base

Espace polynomiale

| Nombre de noeuds |

3D, Qq prisme
2D, wy triangle
2D, I'; rectangle
1D, ]0, L. ] segment,
1D, v; segment,

O,k (X) = wn(z,y)k(2)
wn (2, Y)
(&, 2)
ki (2)

Kk (&5)

Pr(x) = Pi(z,y) ® Py(2)
Py (z,y)

Qi(&2) =P1(&) @ Pa(2)
Py (2)

P (&)

/\/3,(20 = NQ,wg */\/1,2
Na g

N2,FJ- ZNL%- *NLz
Nz

)

Nlm

Tableau D.1: Récapitulatif des éléments de la discrétisation des problémes types sur les diffé-

rents maillages.

T3 — T2

bii =y2 —ys, bia=
bat = Y3 — Y1, bao = w1 — 23
b3t = Y1 — Y2, bzo =10 — 14

T1,Y1

T2, Y2

Z3,Ys

Tableau D.2: Coefficients by, et bys (n = 1,2,3) associés a 1’élément de base pour le cas 2D

(triangle).
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Chapitre D. Compléments de calculs

1D segment 2D triangle
/Te wp dx g aire?fTe)
'/Te wy, dx g aireéTe)
/TE Wpwyy dx  n #n/ % air(;(QTe)
[ (v ! i
frovs | g
- f(x) dx g(f] + f2) aire;Te) ot fot 1)

/Te f(x)wn dx

aire(Te) fn’ fn”
6 (f”+ > T3 )

h o aire(T,) Far for
y, {m & g\t 3) 10 (f”“L?JFT)
|| 760 ax Bt T el (4 2

/ F6)g0) dx

h
3

f192 + fagn

(f1+f2+ 5

fnn’
D

n n'#n

aire(7Te)
) 6 ; Jngn +

Tableau D.3: Divers résultats d’intégration sur un élément de base pour le cas 1D (segment) et
pour le cas 2D (triangle). Dans tous les cas, w représente une fonction de base Py, et f(x) , g(x)
représentent des fonctions quelconques Py sur I’élement de base. Les paramétres h et aire(T,)
sont associés aux éléments de base respectivement, comme la longueur du segment de base 7T
pour le cas 1D et I'aire du triangle T, pour le cas 2D. L’indice n (ou n', n”) des coefficients f,, et
gn représente le numéro local associé aux noeuds de 1’élément de base (n = 1,2 dans le cas 1D, et
n = 1,2,3 dans le cas 2D). Finalement les coefficients b, et b,o sont explicités sur le tableau D.
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